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ГЛАВА VII 


ПОДАЛГЕБРЫ KAPTAHA, 
РЕГУЛЯРНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ 


На протяжении этой главы символом R обозначается неко- 
торое поле. Выражение „векторное пространство“ означает 
„векторное пространство над полем ЕВ“; аналогичным образом 
обстоит дело с выражениями „алгебра Ли“ ит. п. Все алгебры Ли 
предполагаются конечномерными.. | 


$ 1. Примарное разложение линейных представлений 


1. Примарное разложение для семейства эндоморфиз noe 


Пусть У — векторное пространство, $ — некоторое MHO- 
жество и Г — отображение множества $ в множество End (У). 
Обозначим через Р множество всех отображений множества $ 
в К. Для каждого элемента À ЕР будем обозначать через У, ($) 


(соотв. через V”(S)) множество таких элементов v&V, что 
равенство г ($) 9 =^, ($) э выполняется для всех SE S (соотв. 
равенство (r ($) — À ($))" о =0 выполняется для достаточно боль- 


ших n и всех з= 5). Множества У, ($) u У” ($) являются под- 
пространствами векторного пространства У, причем У, ($) < 


vis) Подпространство V,(S) называется собственным nod- 
пространством пространства У, отвечающим отображению A 


(иг), a vy’ ($) — примарным nodnpocrpancreom пространства И, 
отвечающим отображению A (и г). Подпространство V°(S) на- 
зывается нильпространством пространства У (относительно дей- 
ствия Г). При этом говорят, что отображение A является весом 


действия множества S Ha пространстве У, если И^ ($) 0. 
В том частном случае, когда $ состоит из одного элемента $, 
множество Р отождествляют с полем _-Е и вместо обозначений 


Va ({$}) и y* ({s}) используют обозначения ИЛ (5) ($) и Vv") (s) или 
У, (5) (г ($)) и V*)(r(s));- при этом говорят о собственных под- 
пространствах, примарных подпространствах и нильпространстве 
эндоморфизма r(s). Элемент v подпространства ` Ил (5 ($) назы- 
вают собственным вектором эндоморфизма г ($), а если vu Æ 0, 
то À (5) называют его собственным значением. (ср. Алг., гл. УП, $ 5). 
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Из данных определений непосредственно следует, что для 
любого элемента A&P выполнены соотношения 


у* ($) = ПУ 6), (1) 


У, (8) = Vw. (2) 


Пусть k’ — расширение поля К. Каноническое отображение 
множества Епа (У) в множество End (У ®,*^”) дает в компози- 
ции с отображением г некоторое отображение г’: S—End (V ®, k’). 
Аналогичным образом, по любому отображению А множества $ 
в поле À канонически определяется отображение, которое мы 
снова обозначим через A, множества $ в поле k’. Используя 
эти обозначения, сформулируем следующее предложение: 


ПрРЕдложЕНИЕ |. Для любого элемента KEP имеют место 
равенства 
VAN (5) =V" ($) @ 
u 
(У @gk’), ($) = Va ($) ®, R’. 


Пусть (а;) — базис векторного К-пространства k’. Любой 
элемент VE V ®,^А’ может быть единственным образом пред- 


ставлен в виде > 0, ® a, где (v;)— семейство с конечным но- 
сителем векторов пространства У. Так как для любого эле- 
мента $ = 5 выполняются равенства 


(r’ ($) — (5))" (v) =>, (r ($) — As)” 0; Фа, 
TO 
ve(V ®, k’)* ($) = 9; Е y* (S) при всех i, 
о=(У®, Г’), ($) =; ЕТ, ($) при всех i, 


что и доказывает предложение. 


ПрРЕдложеЕНИЕ 2. Пусть V, И’, W — векторные пространства, 
а г: $ —> Епа (У), г’: $ —> End (У), g: S— End (W) — отображения. 
(i) Если Г: У—>\ — линейное отображение, для которого 
9 ($) 7 (9) =f (г ($) 9) при любых SES, v&V, то оно переводит 
подпространство И^ ($) (соотв. V,(S)) в №^ ($) (соотв. в М, ($)) 
при любом À ЕР. 
(ii) Если В: У XV’ > — билинейчое отображение, для ко- 
торого 


q()BQ, °') =В( ($) о, ЕВ," (5) 


} $1. ПРИМАРНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ ЛИНЕЙНЫХ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ? 


при seS, veV, v' EV’, то оно переводит V"(S)XV"(S) 


(соотв. Ил ($) x У, ($)) в wet ($) (соотв. в Waiu(S)) для 
любых À, WEP 

(iii) Ecau B: V XV’ —  — билинейное отображение, для ко- 
торого 


4 ($) B(v, vo’) = Bir (3) ч, г ($) 0’) 


приз = $, ое ТУ, и’ eV’, то оно переводит y” ($) X V™(S) (соотв. 
Vito + у „(S)) в W?# ($). (соотв. в W,, ($)) для любых rh, we P. 


Утверждение (1) непосредственно вытекает из соотношения 
(q ($) — À (s))" fF (v) =F ((r ($) — À ($))" v) для зе uve V. В пред- 
положениях п. (11) из соотношения 
(4 (5) — A(s) — в ($)) В (®, v”) = 
= B((r ($) — A(s)) 0, 0’) + Blo, ( ($) — в ($) v’ 
для SES, vEV, v’ SV’ индукцией по п получаем 
(4 (5) — ^ (5) — в (5))" В (о, 0’) = 
=. (4) EWR) ro) 0’), 
i+j=n 


что непосредственно дает наше утверждение. В случае (iii) 
имеем 


(q (s) -^ a (5) BQ, = 
= B((r(s)— 2 (9), 1’ (8) 0°) + BA) 2, (r” (8) —в0) 0”) 


для SES, ое, v' GV’, откуда индукцией по n получаем 
соотношение 


(4 (5) — As) в (s))" В (0, 5’) = 
=) (7) BAG (rs) FAND N, 
i+j=n 
из которого следует нужное утверждение. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Суммы à VA ($) u ‚2 У, ($) прямые. 
ЕР ЕР 


Второе утверждение следует из первого, которое мы и будем 
доказывать. Рассмотрим несколько случаев. 

а) Множество $ пусто. Утверждение тривиально. 

6) Множество S состоит из одного элемента $. Пусть 


A; 
№, №, +++, An — различные элементы поля Е и v; eV i(s), 
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-i=0, 1, ..., И, — некоторые векторы. Предположим, что 
Vo—= Vi +... +9. Нам нужно доказать, что 9=0. Для 
каждого #=0,..., п существует такое целое число 4; > 0, что 


(r ($) — A)" 0, =0. Рассмотрим многочлены P (X) = [|] (X — 2,)"' 
isi 
и Q(X)=(X— A)”. Тогда Q(r(s)vo—0 и Pilr(s)n= 


fl 
— D P(r(s))v;=0. Так как многочлены Р и О взаимно просты, 
i=] 
то тождество Безу показывает, что Vo =0. 

в) S — непустое конечное множество. Будем доказывать наше 
утверждение индукцией по числу элементов множества $. Вы- 

a 

берем элемент SES и положим S’ = S—{s}. Пусть (v;), _ь— 
такое семейство с конечным носителем элементов простран- 


ства У, что >> v,=0 и v,„eV*(S). Выберем некоторый эле- 
ЛЕР er 
мент Ay =P и обозначим через P’ множество тех отображений 


1e P, для которых ^, | $’ = № |5’. Из предположения индукции, 
примененного к множеству $’, следует, что >> v, =0. Если À 
AGP’: 


= 
и и — различные элементы множества P’, то A(s) = в ($). Так 
| 35 A 
как вследствие 6) сумма У, У“ (5) прямая и так как v, EV” (s), 
ack 


то Uv, = 0 для всех AGP’. В частности, v, = 0, что и нужно 


было доказать. 
г) Общий случай. Пусть (0), = р — семейство с конечным но- 


сителем элементов пространства У, такое, что D vu =0 и 
KEP 


v, Е V*(S). Обозначим через P’ конечное подмножество тех 
элементов AGP, для которых о, 520, и пусть $’ — такое ко- 
нечное подмножество в $, что из условий ASP’, peP’, 
AIS’ =в |5’ следует равенство À =. Тогда v, = VOIES При- 
меняя в), мы получаем, что v, =0 для всех À =Р”. Тем самым 
предложение доказано. 


Напомним, что если хе End (У), то через ad x обозначается 
отображение и--> ху — ух == [х, y] множества Епа (У) в себя. 


Лемма 1. Пусть x, y End (УТ). 
(1) Предположим, что пространство У конечномерно. Для 
того чтобы эндоморфизм х можно было привести к треуголь- 


ному виду, необходимо и достаточно, чтобы У == >. V* (x). 


2 | ae 
(ii) Если существует такое целое число п, что (ad x)" y =0, 
то каждое подпространство У“(х) устойчиво относительно эндо- 
морфизма y, | | | 
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— 


(iii) Предположим, что пространство У конечномерно. Если 
У = ), У“(х) и каждое подпространство У“ (х) устойчиво отно- 
ack 


сительно эндоморфизма у, TO существует такое целое число п, 
что (ad x)" у=0. 


Утверждение (i) следует из Алг., гл. УП, $ 5, n°l, пред- 
ложение 3. 

Пусть E —End (У) и B— билинейное отображение (и, 5) => и (о) 
произведения EX У в пространство У. По определению отобра- 
жения ad x 


x(B(u, v) =B(u, x (v)) + B((ad x) (и), 2), 


где ХЕРД, иЕЁ, ve V. Отображение adx задает действие 
элемента X на пространстве Е. Применяя предложение 2 (ii), 
получим, что B(E®(x), У“ (х)) < У“ (х) для всех aG@kR. Так как 
(ad х)^у=0, то уе РЕ‘ (х) и, следовательно, и (У“ (х)) = У“ (х), 
что и доказывает утверждение (ii). 

Для доказательства утверждения (iii) достаточно рассмотреть 
случай, когда пространство У совпадает с У“ (х). Тогда, заме- 
няя Х на х—а, мы можем считать эндоморфизм х нильпотент- 
ным. Значит, (adx) VO (гл. I, $ 4, n°2), что и доказы- 
вает наше утверждение. 


Замечание. Приведенное доказательство показывает, что 
если пространство ИУ конечномерно и существует такое целое 
| 2 dim V-1 
число n, что (ad x)” y —0, то (ad x) "y —0. 
В дальнейшем мы будем говорить, что отображение 


г: S>End(V) удовлетворяет условию (ПК) („почти коммута- 
тивности“), если 


(ПК) Для любой пары ($, 5’) элементов множества $ сущест- 
вует такое целое число п, что 


(ad r (s))" г (s’) =0. 


ТЕОРЕМА |. Предположим, что пространство У конечномерно. 
Тогда следующие условия эквивалентны: 

(i) Имеет место условие (ПК), и для любого $ = $ эндомор- 
физм г ($) можно привести к треугольному виду. 

(ii) Для всех элементов À ЕР подпространство V*(S) устой- 


чиво относительно г ($), uV= >, У^($). 
ЛеЕР 


Если А y*(S), ro Y= >, У“ ($) для любого $ = S, и 
Е ack 


вследствие леммы | из условия (ii) следует условие (i), 
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Предположим, что условие (i) выполнено. Лемма | и формула (1) 
показывают, что подпространство V*(S) устойчиво OTHOCH- 


тельно г ($). Остается доказать, что У = ), V*(S). Проведем 
ЛЕР 


индукцию по dim V. Возможны два случая: 

a) Для каждого элемента s@S эндоморфизм r(s) имеет 
единственное собственное значение À ($). Тогда У = \”^ (5). 

6) Существует элемент SE S, для которого эндоморфизм г (5$) 
имеет по крайней мере два различных собственных значения. 
В этом случае пространство У есть прямая сумма подпро- 
странств У” ($), где a@ku dim У" ($) < dim V для всех элемен- 
тов а. Каждое подпространство У“($) устойчиво относительно 
эндоморфизмов изг ($), и для завершения доказательства доста- 
точно применить предположение индукции. 


СЛЕДСТВИЕ |. Предположим, что пространство У конечномерно 
и выполняется условие (ПК). Пусть k’ — расширение поля k. 
Предположим, что эндоморфизм r(s) можно привести к Tpe- 
угольному виду при любом s&S. Обозначим через Р’ мно- 
жество всех отображений множества $ в поле Е’. Тогда 


V@rk= > (У, (5). 


Пусть г’: $ — End (У ®, k’) — отображение, канонически оп- 
ределенное отображением г. Если $1, Ss Е 5, TO для некоторого 
целого числа п имеет место равенство (adr ($1))" г ($5) =0, от- 
куда (а4 г’ ($1))" г’ (52) =0. Теперь для доказательства следствия 
достаточно применить теорему 1. 


Следствие 2. Предположим, что пространство У конечно- 
мерно и имеет место условие (ПК). Обозначим через У" ($) 
векторное подпространство », ( П r(s) v). Toeda 

is 


ses 1 
(i) подпространства V°(S) и У* ($) устойчивы относительно 
г (5); 

(ii) V=V (5) ФУ" (5); 

(iii) каждое устойчивое относительно г ($) подпространство W 
векторного пространства У, для которого №° ($) =0, содержится 
в подпространстве У* ($); 

(iv) 2 7) у" ($) =У" (5). 


Кроме того, У* ($) — единственное подпространство векторного 
пространства У, обладающее свойствами (i) и (ii). Если Е’ — не- 


которое расширение поля k, ro (У®, k’)* (S)=V" ($) @, k’. 


Последнее утверждение очевидно. При доказательстве осталь- 
ных можно вследствие предложения | считать поле À алгебран- 
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чески замкнутым. По теореме | V = р. V*(S) и подпростран- 
he 


ства V*(S) устойчивы относительно г (5). is любого элемента 
$ = $ характеристический многочлен эндоморфизма г ($) | VA ($) 


равен (X — À ($)) т у^ (5). Поэтому пересечение N г (s) V*(S) 


равно нулю, если A(s)=0, u равно V*(S), если À ($) = 0. 
Таким образом, 


у* ($) = > и (Si, (3) 


что доказывает утверждения . (ii) и (iv). Если подпростран- 
ство W векторного пространства У устойчиво относительно г ($), 
то № = 2, WA(S) и W*(S)\=WQV*(S). Если xe W°(S) =0, 


то ясно, что W CV (5), а это и доказывает утверждение (iii). 
Пусть У’ — устойчивое относительно r(S) подпространство 
векторного пространства У, для которого У” (| У° ($) =0. Тогда 


У” ($) =0, и, согласно утверждению (iii), У’<\’* ($). Если же 
при этом У = ° ($) + У”, то ясно, что у’ =" 5 4 Ts 


0 
Пару подпространств (V°(S), V*(S)) часто называют раз- 
ложением Фиттинга пространства У, или отображения г: $ —> 
— Епа (У). Если множество $ состоит из одного элемента $5, 


то вместо У* ({s}) пишут V*(s) или V*(r ($)). При этом У = 
—=° ($) ФУ’* (5), подпространства V°(s) и У" (5) устойчивы 
относительно эндоморфизма r(s), ограничение г ($) | У° ($) — 


нильтотентный, а ограничение r (5) | У * ($) — биективный эндомор- 
физмы. 


Следствие 3. Пусть У и У’ — конечномерные векторные про- 
странства, г: S>End(V) и г’: S—End(V’) — отображения, 
удовлетворяющие условию (ПК). Пусть |: УТ” — такое ли- 
нейное сюръзективное отображение, что | (г ($) °) =г’' (s)f (v) для 
seSuveV. Тогда | (У^ ($)) = У” ($) для всех NEP 


Вследствие предложения | достаточно доказать утвержде- 
ние при условии, что поле Е алгебраически замкнуто. При этом 


по теореме | = VA(S), У’= ФИ” ($) и V’=/W= 
ЕР AGP 
— D f(V*(S)). Наконец, по предложению 2 (i) имеет место 
ЕР 
включение F(V*(S)) < И” ($), и утверждение доказано. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Предположим, что поле k совершенно. Пусть 
У — конечномерное векторное пространство, и — произвольный 
элемент множества End(V), a us и u„— полупростая и 
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о компоненты эндоморфизма и (Alg., chap. УП, 

5, 

: ii). у (и) = V* (us) = И, (и.) для всех HER. 

(ii) Если пространство У снабжено структурой алгебры и 
отображение и — дифференцирование этой алгебры, то отобра- 
жения и; и и, — также дифференцирования. 

(11) Если пространствс У снабжено структурой алгебры и 
отображение и — автоморфизм этой алгебры, то отображения 
ии 1 ии, — тоже автоморфизмы. 


Вследствие предложения | эти утверждения достаточно до- 
казать в предположении, что поле Е алгебраически замкнуто. 
Тогда 


V= » VA(u). 
ek 


Полупростая компонента эндоморфизма u|V*(u) является 
гомотетией с коэффициентом A в пространстве И^ (и). Это дока- 
зывает утверждение (1). 

Предположим теперь, ane пространство У снабжено струк- 
турой алгебры. Пусть хе У” (и), ySV" (u). 

Если эндоморфизм и является дифференцированием ал- 
тебры У, то xy У^+1 (и) (предложение 2 (ii)) и, следовательно, 


и; (ху) = (A + в) (xy) = (Ax) y + x (Uy) = (их) y + х(и,у). 


Поэтому отображение u, будет дифференцированием алгебры У. 
„Тогда отображение и, =и— и; также будет дифференцирова- 
нием алгебры У. 

Если отображение и является автоморфизмом алгебры У, 
то Кег(и.) = У‘ (и) =0 и отображение и; биективно. С другой 
стороны, хуе= V (и) (предложение 2 (iii)), поэтому 


из (xy) = (Ap) (ху) = (Ax) (uy) = (их) . (изу). 


Данное равенство показывает, что и; — - автоморфизм алгебры У. 
Следовательно, отображение 


-1y = 
Ти и = ии 


тоже будет автоморфизмом. 


УХ См. также Алг., гл. УП, § 5, n°4, предложение ll, и Алг., гл. VIII 
$ 9, n° 4, — Прим. перев. 
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2. Примарное разложениз для линейного 
семейства эндомпорфизмов 


Предположим, что множество $ обладает структурой век- 
торного пространства и отображение г: $ —> Епа (У) линейно. 
Предположим также, что векторные пространства У и S 
конечномерны. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть выполняется условие (ПК), и пусть. 
A: 5—А — такое отображение, для которого у^ ($) 40. Тогда 
если поле k имеет характеристику 0, то отображение À линейно. 
Если поле К имеет характеристику р == 0, то существуют такая 
степень 9 простого числа р, делящая dim У^ ($), и такая одно- 
родная полиномиальная функция Р: Sk степени 4, что для 
всех элементов $ = $ справедливо равенство À ($)1 = Р ($). 


Так как подпространство У” ($) устойчиво относительно г (5) 
(лемма | и формула (1) из n°1), то можно предположить, что 
У=\У^ ($). Пусть и = dim У. Тогда для любого se&S 


det (X — г (s)) = (X — A(s))”. 


С другой стороны, формула разложения определителя показы- 
вает, что 


det (X — r (5) =X" als) +. Fay (sy XE 


где а;: S— k— однородная полиномиальная функция степени i. 
Можно записать ий = 011, где д — степень характеристической 
экспоненты поля k и (4, т) = 1. Тогда (X —A(s))* = (X7—A (s)7)”, 
следовательно, — mA(s)* = а. ($). Из этого равенства уже выте- 
кает доказываемое. утверждение. — 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Шиусть поле R бесконечно и выполняется 
условие (ПК). Пусть Е’ — расширение поля k. Положим У’ = 
—=У®, Г”, S’=S@,k’. Пусть г’: 5’ — End (V’) — отображение, 
полученное из г расширением поля скаляров. Тогда 


Уз ($) @, k’ = У* ($) =” (5). 


Первое равенство следует из предложения 1. При доказа- 
тельстве второго можно предположить, что У = У‘ ($), поэтому 


у’ =” ($). Пусть (51,..., Sm) — некоторый базис простран- 
ства Зи (е1,..., €») — некоторый базис пространства У. Тогда 
существуют такие многочлены P;;(X1, ..., Xm), Что имеют 


место равенства 


п 
do en nu: AS) e,= 2 Py [бы за аи)е; 
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для |<] <пиа,... a ek’. По предположению г’ ($)" =0 
для всех SES, следовательно, P;;(a,..., ат) =0 для всех 
lxi,j<n u a,..., a, ER. Так как поле Е бесконечно, то 


P,;=0. Следовательно, каждый элемент множества г’ (S’) — 
нильпотентный эндоморфизм и V’ =” (5'). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Предположим, что поле Е бесконечно и 


имеет место условие (ПК). Обозначим через $ множество таких 
элементов $ = 5, для которых \° ($) = У‘ ($). Пусть P(s) — опре- 
делитель эндоморфизма пространства V/V°(S), задаваемого эндо- 
морфизмом r(s) при seS (n°l, следствие 2 (i) из теоремы |). 

(i) Функция $->Р ($) полиномиальна на пространстве $. При 
этом множество $ совпадает с {3 = S|P(s) == 0} и открыто в $ 
в топологии Зарисского (дополнение 1). 


(ii) Множество $ непусто, и если зе $, то V* ($) =У* ($). 


Утверждение о полиномиальности функции $ =->Р ($) следует 
из линейности отображения г. Если s&S, то У‘ ($) > У° ($), 
причем равенство имеет место в том и только том случае, 
когда отображение г($) определяет автоморфизм пространства 
У/У° ($), что и доказывает утверждение (i). 

Пусть k’ — алгебраическое замыкание поля Rk. Так же как 
и в предложении 6, рассмотрим пространства У’, S’ и отобра- 
жение г’. Заметим, что для отображения г’ справедливо усло- 
вие (ПК), так как верное для $1, 5› Е $ полиномиальное тожде- 


—] 
ство ad (r (s1)} "Ту ($5) =0 (см. n° 1, замечание) продолжается 
на 5’. По теореме | имеет место разложение 


у’ = У (5/) Ф > vi (s’), 


где À, Æ 0 при 1 Si<m., Существуют ненулевые полиномиаль- 
ные функции P, на пространстве S’ и пелые числа g;, для 
которых А“! ==Р, для 1 Lim (предложение 5). Так как поле k 
бесконечно, то (P; ... Ри) ($) FI для некоторого элемента $ = $ 
(см. Alg., chap. IV, § 2, n°3, corollaire 2 à la proposition 9)'). 
Тогда A;(s) #0 для всех i, откуда И” (5”) = И? ($), и, следова- 
тельно, 1° ($) = У‘ (5) (предложение 6). Это показывает, что 
SZ ©. Пусть $ = $5. Так как V* ($) является дополнительным 
подпространством к V°(s) в пространстве У и устойчиво отно- 
сительно эндоморфизма г ($), то У* ($) = V* ($) (по следствию 2 
теоремы 1). 


1) См. также Aue. гл. IV, $ 2, n°5. — Прим. перев. 
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3. Разложение линейных представлений нильпотентной 
алгебры Ли 


Пусть b— алгебра Ли, а M— некоторый }-модуль. Для 
каждого отображения À пространства № в поле kB модуле М 
определены векторные подпространства М^ (5) и М, (5) (см. n° 1). 
В случае когда № — подалгебра алгебры Ли би x&g, мы 
будем нередко использовать обозначения 4^ ($), g, (В), 49° (х) и 
Ga (x), имея при этом в виду, что D действует на 4 посредством 
присоединенного представления. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть b — алгебра Ли, а L, М, N — неко- 
торые b-modyau. Обозначим через Р множество всех отображе- 
ний пространства № в поле К. 


(i) Сумма 2, L* (6) прямая. 


(ii) Если f: esi — гомоморфизм \-модулей, To [| (L\(b)) & 
<= M*(b) при всех NEP. 
(iii) Если f: LX M—N есть \-инвариантное билинейное ото- 


бражение, то 
(вх м 6)) = N° (6) 
при любых A, UE P. 
Эти утверждения следуют из предложений 2 и 3. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть № — нильпотентная алгебра Ли u 
М — конечномерный \-модуль. Обозначим через Р множество 
отображений пространства bh в поле R 

(i) Каждое подпространство M*(b) является \-подмодулем 
модуля М. Если для всех хе} эндоморфизмы хм приводятся 


к треугольному виду, то М = 2 М^ (6). 
ЕР 


Fa Если поле k бесконечно, To M°(x) = M°(6) для некоторого 
xebh. 

(iii) Если поле Е имеет характеристику 0 и отображение 
EP таково, что М^ (6) 0, то À — линейная форма на npo- 
a, $, обращающаяся в 0 на подпространстве [b, b], u 
М, (5) == 0 

(iv) Если f: M—N — сюржективный гомоморфизм конечно- 
мерных \-модулей, то [(М^ (5)) = М* (5) при всех NEP. 

(v) Пусть N — конечномерный \-модуль и В— инвариантная 
относительно D билинейная форма на MXN. Если А- и => 0, 
то подпространства М” (8) и N"(6) ортогональны относительно 
формы В. Если форма В невырожденна, то невырожденно и ее 


ограничение на M” (b)XNT (6) при любом ^ЕР. 


Утверждение (i) следует из леммы 1 и теоремы 1 ml, 
утверждение (ii) — из предложения 7 n°2. Утверждение (iy) 
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вытекает из следствия 3 теоремы | n° l. Докажем (iii). Мы можем 
предположить, что М = М* (5). Тогда A(x) =(dim У) Tr (хм), 
где хер. Это доказывает линейность отображения A (что сле- 
дует также из предложения 5) и тот факт, что А обращается 
в нуль на подпространстве [b, 5]. Рассмотрим отображение 
о: b— Епа, (М), заданное формулой 


о (x) = хм — A(x) Ly. 


Из изложенного выше следует, что о — представление ал- 
гебры Ли В в пространстве М и эндоморфизм P (x) нильпотен- 
тен для любого x=b. По теореме Энгеля (гл. I, § 4, n° 2, 
теорема |) существует такой элемент m=4 0 пространства M, 
что о (х) т==0 при всех хе В, т. е. me M, (В). 

Первая половина утверждения (V) следует из предложе- 
ния 2 (ii) n° |. При доказательстве второй можно ввиду пред- 
ложения | из n° | предполагать поле Е алгебраически замкну- 


тым. Тогда, с учетом того, что М =, М" (6) и N= D N" (6) 
Ц 


(см. (1)), вторая половина следует из первой. 


Замечание. Предположим, что поле Е совершенно и имеет харак- 
теристику 2. Рассмотрим D = 1 (2, №), и пусть М есть \-модуль R? 
относительно тождественного отображения алгебры Ли № в Endg (М). 


а b 
Если = ( ) = произвольный элемент алгебры D, то обозначим 
га 


через A(x) единственное решение АА уравнения А? = а? + bc. 


Легко проверить, что М = M} (5), но при этом М» (h) =0 и отобра- 
жение À не является линейным и не обращается в нуль Ha [d, D], 
хотя алгебра Ли \ нильпотентна. 


СлеЕдствиЕ. Пусть D — нильпотентная алгебра Ли и M — Ko- 
нечномерный \-модуль, для которого М? (5) =0. Пусть f: b—> M— 
линейное отображение, для которого 


(Is у) =х.| (у) —и.Г(х) при x, yeb. 
Тогда существует такой элемент a & М, что | (х) =х.а при всех 
xe Щ. 
Положим N=MXk. Пусть В действует на N по формуле 


х. (т, À) = (xm — Af (x), 0). 


Из условия, наложенного на |, вытекает, что N есть 9-модуль 
(см. гл. I, n°8, пример 2). Отображение (т, A) >A является 
гомоморфизмом модуля М в тривиальный Ъ-модуль Rk. По пред- 
ложению 9 (iv) подмодуль № (5) содержит некоторый элемент 
вида (a, 1), где ae М. Из предположений, сделанных OTHO- 


i ah в ети a ee ЗОВ бы nn mt ue 
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сительно М, следует, что 
MX 0) N° (6) = 0: 


поэтому подпространство N°(h) одномерно и, следовательно, 
аннулируется алгеброй Ли §. Таким образом, ха — f (a) = (0 при 


любом хер, что и доказывает наше следствие. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть 4 — алгебра Ли и b — ее нильпотент- 
ная подалгебра. Обозначим через Р множество отображений 
пространства b в поле К. 

(ij) Для любых À, = P имеет место соотношение 
[4^ (6), gt (6)] <= gt" (6). В частности, 9° (В) — подалеебра алгебры 
Ли 9, содержащая b, подпространства 4^ (5) устойчивы отно- 
сительно а4 (5), а подалгебра Ли (5) совпадает со своим 
нормализатором в алгебре à. | 


(ii) Если М есть д-модуль, то q* (6) М" (В =: M*t (6) для любых 
Л, ue P; в частности, каждое подпространство М^ (6) является 
90 (b)- -модулем. 

(iii) Если В eee форма на пространстве 4, инва- 
риантная относительно алгебры bh, то подпространства 9^ (5) u 
qu (5) при А+ в LO ортогональны относительно формы В. Если 
форма В невырожденна, то ее ограничение на 9^(5)Х g-* (5) 
невырожденно при любом NEP, в частности, ограничение В 
на 9 (5) X 4 (5) невырождвнно. 

(iv) Предположим, что поле k имеет характеристику 0. Если 
хе g*(b) и AO, то эндоморфизм ad x нильмотентен. 


Отображение (x, у) => [х, y] пространства 4 Х дв 4 является 
4-инвариантным в силу тождества Якоби, следовательно, оно 
)-инвариантно. Таким образом, первая часть утверждения (i) 
следует из предложения 2 (ii). Утверждение (ii) доказывается 
аналогичным образом. 

Если x принадлежит нормализатору подалгебры Ли 4° (5), 
то (а4у).х = — [х, у] = (5) при всех уе\, следовательно, 
(ad у). х =0 для достаточно большого N. Это показывает, что 
хе (5). Таким образом, утверждение (i) полностью доказано. 

Утверждение (iii) следует из предложения 9 (Vv). 

При доказательстве (iv) можно предположить, что поле R 
алгебраически замкнуто. Пусть x € 4^ (6) и AO. Для каждого 
целого числа п>0 и любого элемента UE P выполняется 
соотношение (ad x)” qt (5) < gut" (6). Обозначим через P, конечное 
подмножество тех элементов WEP, для которых 4! (6) 52 0. 
Если характеристика поля. ^ равна 0 и ASOD, то (Pi п^) ПР.=@ 
для достаточно больших п, откуда (ad x)” =0. 


Лемма 2. Предположим, что поле k имеет характеристику 0. 
Пусть 4— полупростая алгебра Ли над k, B—ee форма 
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Киллинга и M — некоторая подалеебра алгебры Ли 9. Предполо- 
жим, что 

1) ограничение формы В на подалгебру м невырожденно: 

2) если x = M, TO полупростая и нильпотентная компоненты |) 
элемента х тоже принадлежат M. 

Тогда m — редуктивная подалгебра Ли в $9 (гл. I, $ 6, n°6). 


По предложению 6 г) гл. I, $ 6, n°4, м редуктивна. Обо- 
значим через с центр подалгебры M. Если элемент хе= с ниль- 
потентен, TO x =O. Действительно, для любого уе M эндомор- 
физмы adx и ady перестановочны, поэтому произведение 
adxoady тоже нильпотентно. Тогда B(x, у) =0 и, следова- 
тельно, х =0. Пусть теперь X — произвольный элемент алгебры 
JIn e u s u n—ero полупростая и нильпотентная компоненты. 
По условию nem. При этом эндоморфизм adn имеет вид 
P(adx), где Р — некоторый многочлен без свободного члена, 
поэтому (а4п).м==0. Следовательно, пес и по доказанному 
выше п=0. Таким образом, эндоморфизм adx полупрост. 
То есть ограничение на подалгебру M присоединенного пред- 
ставления алгебры Ли 4 полупросто (гл. I, $ 6, n°5, теорема 46)). 


ПрРЕдложЕНИЕ 11. Предположим, что поле k имеет характе- 
ристику 0. Пусть 9 — полупростая алгебра Ли и b — ее нильпо- 
тентная подалгебра. Тогда алгебра Ли %(5) удовлетворяет 
условиям 1) и 2) леммы 2 и является редуктивной в ц. 


Рассмотрим элементы X, X & 4; пусть $ и $’ — их полупростые 
компоненты, а п и п’ — нильпотентные. Тогда 
x’ ey’ (x) <> (ad s) (x’) =0 (предл. 4) = 
<=> (ad x’) ($) =0= 
=> (ads) = 0 <> 
<=> (ads) (s’) = 0 <> 
<> s’ Е 9° (x) (предл. 4). 


Из этого также следует, что включение x &Qq’(x) влечет 
за собой и’е= 4 (х), что и доказывает условие 2). Tak как 
форма Киллинга алгебры | невырожденна, то ее ограничение 
на 40 (5) тоже невырожденно (предложение 10 (111)). Редуктив- 
ность подалгебры (bh) в алгебре Ли 43 вытекает теперь из 
леммы 2. 


1) По теореме 3 n°3 $6 гл. I каждый элемент x & Q представляется 
единственным образом в виде суммы полупростого элемента $ и нильпотент- 
ного элемента и, перестановочных между собой. Элементы $ и N называются 
цолупростой и нильпотентной компонентами элемента X. 
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4. Примарное разложение алгебры Ли относительно 
некоторого автоморфизма 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть § — алгебра Ли и а — ее автоморфизм. 

(i) [9* (а), Ma] < 9" (a) для любых À, WER; в частности, 
подпространство 4' (а) является подалгеброй алгебры A. 

(ii) если В — симметрическая инвариантная относительно а 
билинейная форма на 4, то подпространства 4^ (а) u g(a) орто- 
гональны относительно В при Ap-1. Предположим, что форма В 
невырожденна. Тогда при A=40 ее ограничение на произведение 
4^ (a) X 9/^ (а) невырожденно. 


Утверждение (i) и первая часть утверждения (ii) следуют 
из предложения 2 (11), которое надо применить к закону компо- 
зиции X Q—>4 x к билинейной форме В. При доказательстве 
оставшейся части утверждения (ii) можно предполагать, что 
поле À алгебраически замкнуто. При этом предположении 


= ED пы (а). Так как уже установлено, что подпространство 
VER 


4 (a) ортогонально к подпространствам 4”(а) при Av-Al и 
орма В невырожденна, то ограничение формы В на 4^ (а) X 
X 41/^ (а) обязательно невырожденно. 


Следствие. Предположим, что поле Е имеет характеристику 0 
и алгебра Ли 4 полупроста. Тогда подалгебра 4! (а) удовлетво- 
ряет условиям |) и 2) леммы 2; она редуктивна в алгебре Ли à. 


Условие 1) следует из утверждения (ii) предложения 12, 
а условие 2) — из предложения 4 п? 1]. 


5. Инварианты полупростого действия в полупростой 
алгебре Ли 


В этом пункте мы предполагаем, что поле Е имеет характе- 
ристикиу 0. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Пусть Q — полупростая алгебра Ли и я — ee 
подалгебра, редуктивная в алгебре 9. Обозначим через M центра- 
лизатор') подалгебры à в алгебре 4. Тогда подалгебра m ydo- 
влетворяет условиям 1) и 2) леммы 2 из n°3; она редуктивна 
в алгебре ц. 


Применяя предложение 6 из § 3 гл. IK а-модулю 4, по- 
лучим, что 4 = [а, al. Обозначим через В форму Киллинга 
алгебры 4, и пусть хея, yom, = 9. Тогда В ( [г, x], у) = 


1) Напомним, что ш == {x еб | [x а] = 0}. — Прим. перев. 
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= (2, [x, y]) =0, так как [x, у] =0. Это показывает, что под- 
пространство M ортогонально подпространству [a, 4] относительно 
формы В. Из невырожденности формы В и равенства q— 
— м Ф[а, a] следует, что ограничение В на m тоже невыро- 
жденно, тем самым выполняется условие 1) леммы 2. 

Пусть теперь хеш и $, n — полупростая и нильпотентная 
компоненты элемента х. Полупростая компонента эндоморфизма 
adx есть ads (см. гл. I, § 6, n°3). Так как эндоморфизм ad x 
переводит подпространство ‘а в нуль, то по предложению 4 (i) 
его переводит в нуль и эндоморфизм а4$. Таким образом, 
sem, и=х — $ Е М и условие 2) леммы 2 тоже выполняется. 


Замечание. Централизатор подалгебры м в алгебре g не 
обязательно совпадает с A, см. упражнение 4. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Пусть 4 — полупростая алгебра Ли, À — ne- 
которая группа и г — гомоморфизм группы À в группу Ащ (9). 
Обозначим через M подалгебру алгебры 49, состоящую из эле- 
ментов, инвариантных относительно f(A). Предположим, что 
линейное представление г полупросто. Тогда подалгебра M иудо- 
влетворяет условиям 1), 2) леммы 2 из n°3 и является редуктив- 
ной в алгебре ц. 


Доказательство этого предложения аналогично доказатель- 
ству предыдущего: т» 

Обозначим через Qt векторное подпространство алгебры ц, 
порожденное элементами вида r(a)x—x, где AGA, хеуц. 
Векторное пространство 4’ = #-- 4+ устойчиво относительно г (А). 
Пусть и — дополнительное подпространство к подпространству 4” 
в 4, устойчивое относительно г (А). Если хе п, a & А, то г (a) x — 
—xenf)qa* =0, следовательно, xem и х=0, поскольку 
шПи==0. Таким образом, 4 = 4’ = м- 4+. Обозначим через В 
форму Киллинга алгебры 4. Пусть yom, ae А, хе= 4; тогда 


В (у, г (а) х — x) =В\(у, г (a) x) — B(y, x) = 
| = Bir(a-')y, x) — B(y, x)= 
= B(y, x) —B(y, x) =0. 


Таким образом, подпространства Ш и Qt ортогональны OTHO- 
сительно формы В. Вследствие этого ограничение формы В 
на Ш невырожденно, т. е. условие 1) леммы 2 выполняется. 
Условие 2) непосредственно следует из данных предложения’). 


1) См, гл. I, § 6, n°3, предложение 4 и теорема 6. — Прим. перев. 
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$ 2. Подалгебры Картана и регулярные элементы 
алгебры Ли 


Начиная с n°2, поле k предполагается бесконечным. 


1. Подалгебры Картана 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть 4 — алгебра Ли. Подалгеброй Картана 
алгебры Ли $ называется ее нильпотентная подалгебра, совпа- 
дающая со своим нормализатором. 


Мы получим далее следующие результаты: 


1) если поле К бесконечно, то алгебра g имеет подалгебру 
Картана (n°3, следствие | теоремы 1), 

2) если К — поле характеристики 0, то все подалгебры 
Картана алгебры 4 имеют одинаковую размерность ($ 3, n°3, 
теорема 2). 

3) если Е — алгебраически замкнутое поле характеристики 0, 
то все подалгебры Картана алгебры 4 сопряжены относительно 
группы элементарных автоморфизмов этой алгебры ($ 3, n°2, 
теорема 1). 


Примеры. 1) Если алгебра Ли 3 нильпотентна, то единствен- 
ная ee подалгебра Картана есть сама алгебра g (см. гл. I, 
$ 4, n° 1, предложение 3). 

2) Пусть g=gl(n, №) u b — множество диагональных матриц 
в алгебре g. Покажем, что В — подалгебра Картана алгебры д. 
Прежде всего подалгебра В коммутативна, а следовательно, 
нильпотентна. Обозначим через (E;;) канонический базис про- 
странства Ql(n, К). Пусть x = >. Wi Ei; — элемент нормализатора 
подалгебры § B 4. Формулы (5) из n°2 $ 1 гл. Г показывают, 
что при iz] коэффициент при £;; в разложении элемента 
LE, x] равен p,; Так как E;;=b, то [E;;, x] =D и рассматри- 
ваемый коэффициент должен быть равен нулю. Таким образом, 
Ш; =0 при is] и, следовательно, x] D. Тем самым доказано, 
что В является подалгеброй Картана алгебры Ли 4. | 

3) Пусть b — подалгебра Картана алгебры ди 4, — подал- 
гебра алгебры 4, содержащая подалгебру bh. Тогда В — подал- 
гебра Картана в алгебре 41. Это сразу следует из определения l. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть g— алгебра Ли и b — ее nodaneeöpa 
Картана. Тогда D — максимальная нильпотентная подалгебра 
алгебры N. 


Пусть 5’— некоторая нильпотентная подалгебра алгебры Ли ц, 
содержащая D. Тогда b— подалгебра Картана алгебры 5” 
(пример 3) и, следовательно, b =” (пример 1). 


Z 
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Могут существовать максимальные нильпотентные подалгебры, 
которые не являются подалгебрами Картана (упражнение 2). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть (Gi), <, 
Ли и a= [] 9. Подалгебры Картана алгебры Ли Q имеют вид 
ФЕ! 


— конечное семейство алгебр 


II b;, где D; есть подалеебра Картана в алгебре Ли 9,. 
ic] 


Если №; — подалгебра алгебры 4; с нормализатором N,, TO 
II 6, — подалгебра алгебры $ с нормализатором II... Если 


подалгебры D; нильпотентны, TO I] 6, нильпотентна. Следова- 
тельно, если №; — подалгебра Картана в алгебре 4; для каждого р, 


то подалгебра II D; является подалгеброй Картана в алгебре 
Ли 9. Обратно, пусть D — подалгебра Картана алгебры Ли ц. 
Так как проекция D; подалгебры D на сомножитель 4; — ниль- 


потентная подалгебра алгебры 4;, TO I] 6; — нильпотентная 
подалгебра алгебры 4, содержащая В, поэтому 8 = |] 6, (пред- 
ложение 1). Таким же образом легко проверить, что для 
каждого i подалгебра №; совпадает со своим нормализатором 
в алгебре 4;, следовательно, она является подалгеброй Кар- 
тана в Qj. 


Пример 4. Если поле k имеет характеристику 0, алгебра 
al(n, Е) есть произведение идеалов 81 (и, К) и k.1. Таким обра- 
зом, из примера 2) и предложения 2 следует, что множество 
диагональных матриц со следом 0 — подалгебра Картана в ал- 
гебре 81 (п, К). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть 9— алгебра Ли, b — ee подалгебра 
u k’— расширение поля Е. Алгебра 5 является подалгеброй 
Картана алгебры 4 тогда и только тогда, когда алгебра Ли 
©,’ является подалгеброй Картана 8 à @; Rk’. 


Действительно, подалгебра D нильпотентна тогда и только 
тогда, когда нильпотентна подалгебра b Ok’ (гл. I, $ 4, n°9). 
Кроме того, если и — нормализатор подалгебры \ в алгебре ц, 
TO 1@,k’ — нормализатор подалгебры § @,k’ в алгебре 9 ®, k’ 
(гл. I, § 3, n°8). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть Q — алгебра Ли u D — ee нильпотент- 
ная подалгебра. Для того чтобы подалгебра bh была подалгеброй 
Картана алгебры 4, необходимо и достаточно, чтобы 9° (5) = b. 


Если 40 (5) =5, то № совпадает со своим нормализатором. 
($ 1, предложение 10 (1)) и является, следовательно, подалгеброй 
Картана в 4. Предположим, что 9 (5) 4b. Рассмотрим пред- 
ставление алгебры Ли § в пространстве 4 (5)/б, полученное 
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факторизацией присоединенного представления. Применяя к нему 
теорему Энгеля (гл. I, $ 4, n°2, теорема |), мы видим, что 
существует элемент хе 8 (5), для которого справедливы соот- 
ношения x Eh u [b, x] < |. Отсюда следует, что x принадлежит 
нормализатору подалгебры D в алгебре g и, таким образом, 
b не является подалгеброй Картана в 4. 


СлеЕдствиЕ |. Пусть 4— алгебра Ли и b—ee nodaneeöpa 
Картана. Если поле Е бесконечно, то существует такой элемент 
xeb, что |= 00 (x). 


Действительно, так как D = 40 (1), то можно применить пред- 
ложение 9 (ii) из § 1. 


СлЕДСТВИЕ 2. Пусть |: 94->9 — сюрзективный гомоморфизм 
алеебр Ли. Если b—nodaneeöpa Картана в алгебре 4, то 
f (6) — подалгебра Картана в алгебре à. 


Прежде всего f (6) — нильпотентная подалгебра BY. С другой 
и рассмотрим представление х-> adj (x) алгебры Ли 

в пространстве цу. По предложению 9 (iv) из n°3 $ | имеем 
т (5)) = 9° (5). Ho (5) =В, и ясно, что 8” (5) = 9 (f(b); сле- 
довательно, выполняется соотношение ] (6) = 4” (f (6)). Для 3a- 
вершения доказательства следствия достаточно применить 
предложение 4. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Пусть § — nodaneeöpa Картана и a п> 1) — 
некоторый член нижнего центрального ряда алгебры Ли 4 (гл. I, 
$ 1, n°5). Гогда a — 6 + "a. 


Действительно, по следствию 2 образ подалгебры b в алгебре 
V(/@"q является ‘подалгеброй Картана этой алгебры и будет 
совпадать с ней, так как сама алгебра 4/®”4 нильпотентна 


(пример 1). 


СЛЕДСТВИЕ 4. Пусть 4 — алгебра Ли, bh — ее подалгебра Kap- 
тана и я — некоторая подалгебра в 4, содержащая 1. 

(i) Подалгебра a совпадает со своим нормализатором в ал- 
гебре N. 

(ii) Предположим, что Е =В или С. Пусть G— группа Ли 
с алгеброй Ли 9 и A— интегральная подгруппа группы Ли G 
с алгеброй Ли a. Тогда А является подгруппой Ли группы G 
и совпадает со связной компонентой нейтрального элемента 
своего нормализатора в группе G. 


Обозначим через и нормализатор подалгебры ав 9. Так как 
$ — подалгебра Картана алгебры и (пример 3)), то под- 
алгебра {0} является подалгеброй Картана алгебры n/a (след- 
ствие 2) и поэтому совпадает со своим нормализатором в N/a. 
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Таким образом, и=а. Утверждение (ii) следует из утвержде- 
ния (i) и следствия предложения 11 из гл. Ш, $ 9, n°4. 


СледствиЕ 5. Пусть Q — алгебра Ли u Е — подмножество в Ц. 
Рассмотрим действие множества Е на пространстве 4, заданное 
посредством ограничения на Е присоединенного представления. 

Для того чтобы подмножество Е было подалгеброй Картана 
алгебры 4, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось COOT- 
ношение Е = 8 (Е). 


Указанное соотношение необходимо (предложение 4). Пред- 
положим теперь, что оно имеет место. По нредложению 2 (ii) 
из n°1 $ | множество Е является подалгеброй алгебры Ли 4. 
Если x=E, то эндоморфизм ad, (x) нильпотентен, поскольку 
Е< 9 (Е), и, следовательно, алгебра Е нильпотентна. Тогда 
по предложению 4 подалгебра Е является подалгеброй Кар- 
тана. 


CAEIACTBHE 6. Пусть 4 — алгебра Ли, Ru — подполе поля k, 
для которого [R: ko] < + ©, u % — алгебра Ли, полученная из 4 
сужением поля скаляров до ko. Пусть D — некоторое подмно- 
жество 8 9. Для того чтобы № было подалгеброй Картана 
в алгебре Ли À, необходимо и достаточно, чтобы D было под- 
алгеброй Картана в Go. 


Это вытекает из следствия D, так как условие == (6) не 
зависит от основного поля. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. ГШусть QG — алгебра Ли, с — ее центр и В — 
некоторое векторное подиространство пространства 9. Для того 
чтобы подпространство № было подалгеброй Картана алгебры ц, 
необходимо и достаточно, чтобы № содержало € и подпростран- 
ство b/¢ было подалгеброй Картана алгебры afc. 


Предположим, что bh — подалгебра Kapiana в g. Из соотно- 
шения [c, JS D следует, что cb. По следствию 2 предло- 
жения 4 подалгебра В/с является подалгеброй Картана в y/e. 

Предположим, что си b/e — подалгебра Картана в a/c. 
Обозначим через f канонический морфизм алгебры Ли 4 Ha A/c. 
Алгебра Ли D является центральным расширением алгебры b/c 
и, следовательно, нильпотентна. Пусть пи — нормализатор под- 
алгебры b B 9. Если xen, то [7 (x), b/c] < В/с, поэтому f(x) = b/c, 
хе). Это доказывает, что алгебра В является подалгеброй 
Картана в алгебре Ли 4. 


Следствие. Пусть GR — объединение членов верхнего цент-. 
рального ряда алгебры Ли 9 (гл. I, $ 1, n°6). Подалгебра Кар- 
TAHA алгебры 4 есть полный прообраз подалеебры Картана 
алгебры 96.3. 
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Действительно, центр алгебры 4/@;4 есть 6 ,119/6,9, и след- 
ствие немедленно выводится из предложения 5 по индукции. 


Замечание. ® „4 — это наименьший из идеалов N алгебры 9; 
таких, что центр алгебры g/n равен {0}; это характеристический 
нильпотентный идеал алгебры ц. 


2. Регулярные элементы алгебры Ли 


[Напомним, что, начиная с этого места, поле k предпола- 
гается бесконечным.] 

Пусть 4 — алгебра Ли размерности п. Запишем характери- 
стический многочлен эндоморфизма adx для элемента XE À 
в виде 


det (Г — аа х) = У, a;,(x)T’, где а (x Ek. 
i=0 


При этом а; (x) =(—1)" “ТЕ” adx), см. Alg., chap. III, § 8, 
n° ll. Следовательно, отображение х->а,;(х) является одно- 
родным полиномиальным отображением степени п— 1 про- 
странства 4 в поле k (Alg., chap. IV, § 5, n°9). 


Замечания. 1) Если a {0}, то а==0, так как (ad x) G)=0 
при любом XE{. 


2) Пусть k’ — расширение поля k. Запишем det (T — ad x”) = 
— > a, ACT для x’ eq ©, Е’. При любом i имеет место соот- 
в а; | = 4,. | 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Наименьшее целое число 1, для которого 
а 0, называется рангом алгебры Ли 9 и обозначается через 
го (4). Элемент x алгебры 9 называется регулярным, если 
a, (x) = 0. 

Таким образом, для ‚любого элемента X@Q выполняется 
неравенство rg (9) < dim 4 (x), и равенство имеет место в том и 
только том случае, когда элемент х регулярен. 

Множество регулярных элементов открыто и ПЛОТНО в 49 
в топологии Зарисского (дополнение I). 


Примеры. 1) Если алгебра Ли $ нильпотентна, то rg (3) = 
= 114 и любой элемент алгебры 4 регулярен. 


ae а 
2) Пусть g = 81 (2, К). Если =(} “jes, то легко под- 
det (Т — ad x) = T° — 4 (op + У) Г. 


считать, что 
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Если характеристика поля R не равна 2, то го (4) =1| и эле- 
менты х, для которых aß-+ YO, регулярны. 

3) Пусть 4 = 81 (И), где V — векторное пространство конечной 
размерности и. Обозначим через Rk алгебраическое замыкание 
поля К. Рассмотрим элемент хе, и пусть Ay, ..., A, — корни 
его характеристического многочлена в поле К (каждый корень 
записан столько раз, какова его кратность). Канонический 
изоморфизм пространства V@V на 4 согласован с заданной 
на них структурой 4-модулей и переводит эндоморфизм 1®х— 
— 'x®1 в эндоморфизм а4х (гл. I, $ 3, n°3, предложение 4). 
Используя предложение 4 (1) из $ L легко получить, что кор- 
нями характеристического многочлена эндоморфизма ad x 
являются À; — À; для ISisn, ISI<Sn (каждый корень 3a- 
писан столько раз, какова его кратность). Поэтому ранг 
алгебры Ли 4 равен и, и для того чтобы элемент X был регу- 
лярным, необходимо и достаточно, чтобы каждый корень À; 
был простым корнем характеристического многочлена этого 
элемента. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть 9— алгебра Ли, Е’ — расширение 
поля Е ua =9@,R’. 

(i) Для того чтобы элемент хе был регулярен в A, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы элемент х®1 был регулярен в $. 


(ii) rg (8) = гв (9’). 
Эти результаты следуют из замечания 2, 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть (3;), _,‚ — конечное семейство алгебр 


Ли и == IT s:. 


(i) Для того чтобы элемент (x;),_, был регулярен в 4, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы для каждого El элемент x, был 
регулярен в Gj. 

(ii) ге (9) = À tg (6). 

фе] 
Действительно, для любого х== (х;), ‚© $ характеристиче- 


ский многочлен эндоморфизма а, х есть произведение Xapak- 
херистических многочленов эндоморфизмов Ads, Xi. 


ie&I 


ПредложеЕНИЕ 8. Пусть |: 9—4 — сюрзективный гомомор- 
физм алгебр Ли. 

(i) Если x — регулярный элемент алгебры Ли 9, то f(x)— 
регулярный элемент алгебры Y. Обратное утверждение верно, 
если подалгебра Kerf содержится в центре алгебры ц. 

(ii) Имеет место соотношение rg (8) > го (9). 
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Введем обозначения го (4) =г, го (9’) =г’. Пусть хец. 
Тогда характеристические многочлены эндоморфизмов а4х, 
ad/(x) и adx|Kerf могут быть записаны в следующем виде: 


РГ т, +97, 
Q(T) = т" от... +b WT, 
ВТ ог... От, 


где а, 6; и с; — полиномиальные функции на фи а, 5-0, 
b, == 0, cr #0. При этом Р = ОЮ, следовательно, выполняются 
соотношения r=r’ +r” и а, (х) =D,’ (x) с," (x), которые дока- 
зывают утверждение (1) и первую часть утверждения (1). 
В случае когда подалгебра Кег] содержится в центре алгебры ц, 
имеем R(T)=T ый поэтому а, (x) =, (x), что доказывает вторую 
часть утверждения (1). 


Следствие. Пусть 6,9 (п 20) — некоторый член верхнего 
центрального ряда алгебры 9 (гл. I, $ 1, n°6). 

Регулярными в алгебре 4 являются те элементы этой 
алгебры, образы которых в O/C,4 регулярны. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть 4 — алгебра Ли и 9’ — ее подалгебра. 
Каждый элемент алгебры 4’, регулярный в 4, регулярен ивф. 


Если хе’, то эндоморфизм adgx порождает при ограни- 
чении на подпространство 4’ эндоморфизм ad, x и потому опре- 
деляет на факторпространстве 4/4’ некоторый эндоморфизм U(x). 
Обозначим через 45 (х) (соотв. di(x)) размерность нильпро- 
странства эндоморфизма adg’X (соотв. и (х)), и пусть Co (соотв. C1) — 
минимум чисел d(x) (соотв. 4, (х)) для всех элементов X из 
подалгебры 4’. Существуют ненулевые полиномиальные ото- 
бражения Po и р! пространства 4’ в поле À, для которых 


do (x) = со <=> po (x) 0, di (x) = c, <= р, (x) #0. 


Так как поле Rk бесконечно, то множество $ TeX элементов 
x= 9, для которых 4 (х) = со и а, (х) = са, не пусто. Все эле- 
менты множества $ регулярны BQ’. С другой стороны, MHO- 
жество $ есть подмножество тех элементов подалгебры 4, 
для которых нильпространство эндоморфизма adgx имеет мини- 
мальную размерность; поэтому оно содержит все элементы 
подалгебры 9’, регулярные в алгебре Ли q. 


Замечание. 3) В подалгебре 4’ не обязательно существует 
элемент, регулярный в алгебре 9. Если же такой элемент су- 
ществует, то множество всех элементов с этим свойством сов- 
цадает с множеством $ из приведенного выше доказательства. 


98 ГЛ. УП. ПОДАЛГЕБРЫ КАРТАНА. РЕГУЛЯРНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ 3 


3. Регулярные элементы и подалгебры Картана 


ТЕОРЕМА 1. Пусть Q — алгебра Ли. 

(i) Если x — регулярный элемент алгебры 4, то 40 (x) — под- 
алгебра Картана этой алгебры. 

(ii) Если D — максимальная нилепотентная подалгебра ал- 
гебры § и элемент x= D регулярен в 4, то b = (x). 

(iii) Если D — подалгебра Картана алгебры 4, то dim (5) > 
= rg (a). | | 

(iv) ITodanze6pot Картана алгебры Ли 9, размерности которых 
равны Tg (N), — это подалгебры вида (x), где x — регулярный 
элемент алгебры 4. | 


Пусть x — регулярный элемент алгебры ди = g°(x). Очевидно, 
что W(x) =). Так как элемент x регулярен в В (предложение 9), 
TO rg (9) = dim (6), вследствие чего подалгебра № нильпотентна. 
С другой стороны, § = 4? (х) > 4 (5) >В, следовательно, под- 
алгебра №=4° (1) является как раз подалгеброй Картана 
алгебры 9 (предложение 4). Таким образом, утверждение (i) 
доказано. 

Если В — максимальная нильпотентная подалгебра алгебры q 
и элемент хе регулярен в 4, то 6c 4 (х), а подалгебра 9 (x) 
man, согласно утверждению (i); следовательно, $ = 4° (x), 

и утверждение (ii) доказано. 

Если — подалгебра Картана алгебры 4, то = (х) для 
некоторого элемента хе (следствие | предложения 4), по- 
этому dim (5) го (4), что доказывает утверждение (iii). Если же 
dim (9) = rg (3), то элемент X регулярен в 4. Наконец, если 
à — регулярный элемент алгебры 4, то вследствие утвержде- 
ния (i) g°(x’) есть подалгебра Картана, естественно, размер- 
ности го (3). Тем самым утверждение (iv) доказано. 


_ В теореме 2 $ 3 будет показано, что если поле Ё имеет характе- 
ристику 0, то все подалгебры Картана алгебры Ли g имеют размер- 
ность, равную Tg (g). 


СлЕдствиЕ |. Каждая алгебра Ли $ имеет подалгебры Кар- 
тана, и ранг алгебры Q равен минимуму размерностей ee под- 
алгебр Картана. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть Ё 9—9 — сюръективный eens 
anzeOp-JIu. Если 5’ — некоторая подалгебра Картана 8 {”, 
в { существует подалгебра Картана 9, для которой oh). 

Положим a=f' (6). По следствию | алгебра Ли a имеет 
подалгебру Картана \. По следствию 2 предложения 4 имеет 
место равенство f[(§)==6’. Докажем, что подалгебра 5 есть 
подалгебра Картана алгебры 4. Обозначим через и нормали- 
затор § в $. Достаточно доказать, что h=n. Если xen, то 


3 § 2, ПОДАЛГЕБРЫ КАРТАНА И РЕГУЛЯРНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ 29 


элемент f(x) принадлежит нормализатору подалгебры 1” 
в алгебре 4’, следовательно, . f(x) =’ и хе. Но так как В 
совпадает со своим нормализатором в алгебре я, то xeh. 


СледствиЕ 3. Каждая алгебра Ли 9 есть сумма своих под- 
алеебр Картана. 


Сумма $ подалгебр Картана алгебры 4 содержит множество 
всех регулярных элементов алгебры 4 (теорема 1 (1)). Так как 
это множество плотно в (| в топологии Зарисского, то 8 — 4. 


_ ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Шусть 9— алгебра Ли, я— ее коммута- 
тивная подалгебра и с — централизатор подалгебры а в 9. Пред- 
положим, что эндоморфизм adyX полупрост при любом хея. 
Тогда подалгебрами Картана в с будут подалгебры Картана 
алгебры A, содержащие я. 


Пусть § — подалгебра Картана алгебры с. Так как алгебра а 
содержится в центре $ алгебры с, тоя ус: $ (предложение 5). 
Обозначим через n нормализатор подалгебры В в алгебре ц. 
Справедливы соотношения 


[a, а [5, еб. 


Так как эндоморфизмы ad,x, xa, полупросты и перестано- 
вочны между собой, то, согласно Alg., chap. VIII, $ 5, n° 1, cy- 
ществует векторное подпространство D пространства п, устой- 
чивое относительно эндоморфизмов ad, A, для которого 1=—b@ D. 
Таким образом, [a, dE bNd—0, а следовательно, DEC. 
Стало быть, и — нормализатор подалгебры h в алгебре с, откуда 
следует, что и=В и  — подалгебра Картана В ‘алгебре и, CO- 
держащая a, 

Обратно, пусть р — подалгебра Картана в $, содержащая 
подалгебру а. Так как №=4 (5) < 4? (а) и по предположению 
4 (а) = 4 (a) =с, TOa Ch Ce, и, таким образом, h является под- 
алгеброй Картана Бе. (равенство своему нормализатору в 9 
влечет за собой равенство своему нормализатору в Ге 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть и — нильпотентная подалгебра ал- 
гебры Ли 9. aaa подалгеб pa ae. алгебры 4, содер- 
жащаяся в 90 (п). 


Обозначим ote à °(n) через a. Так как подалгебра и 
нильпотентна, то NCA. Пусть хеа и P(x) — определитель 
эндоморфизма пространства q/a, индуцировакного отображением 
ad x. Обозначим через а’ множество тех элементов Xa, для 
которых Р (х) 520. Это открытое подмножество множества я 
в топологии Зарисского. Включения sea’ и f(x) са эквива- 
лентны. Из предложения 7 (ii) $ 1, n° 2, следует, что $ (у) =a 
для некоторого уси. Тогда yea. и, таким образом, a” 
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непусто. Так как множество я’ открыто, его пересечение с мно- 
жеством регулярных элементов алгебры а тоже непусто. Еели 
элемент X принадлежит этому пересечению, то &(х) са u 
4 (x) — подалгебра Картана алгебры A; в частности, это ниль- 
потентная подалгебра. Кроме того, предложение 10 (i) из $ 1, 
n° 3, показывает, что подалгебра 4(х) совпадает со своим 
нормализатором в алгебре 4. Итак, это подалгебра Картана 
алгебры 4, что и требовалось доказать. 


4. Подалгебры Картана полупростых алгебр Ли 


ТЕОРЕМА 2. Предположим, что поле Е имеет характеристики 0. 
Пусть 4 — полупростая алгебра Ли u | — ee подалгебра Картана. 
Тогда подалгебра D коммутативна и все ее элементы полупросты 
в алгебре 4 (гл. I, $ 6, n° 3, определение 3). 


Так как = 40 (5), то подалгебра b редуктивна ($ |, предло- 
жение 11), но она и нильпотентна, а следовательно, коммута- 
тивна. Кроме того, ограничение на подалгебру В присоединен- 
ного представления алгебры $ полупросто (там же), так что 
элементы подалгебры § полупросты в алгебре g (Alg., chap. VIII, 
$5, n° 1). | 


СлЕДдствиЕ 1. Если x =D и yea (1), то [х, y] =A(x) y. 


Действительно, поскольку эндоморфизм adx полупрост, то 
g} Go) (x) mom Ty (x) (x). 


СЛЕДСТВИЕ 2. Каждый регулярный элемент алгебры $ полу- 
прост. 


Действительно, каждый такой элемент принадлежит неко- 
торой подалгебре Картана (n° 3, теорема 1 (i)). 


СлЕДСТвИЕ 3. Пусть $ — подалгебра Картана редуктивной 
алгебры Ли 9. Тогда 

а) В коммиутативна; 

6) если о — конечномерное полупростое представление ал- 
гебры 4, то элементы множества © (1) полупросты. 


Обозначим через с центр алгебры Ли 4, а через $ — ее про- 
изводную алгебру. При этом 4=СХ 8, следовательно, b = Ж!’, 
где b’— подалгебра Картана алгебры 8 (предложение 2). По 
теореме 2 подалгебра $” коммутативна, поэтому подалгебра J 
тоже коммутативна. При этом множество pP (h’) состоит из полу- 
простых эндоморфизмов, так же как и множество ф (©) (гл. I, § 6, 
n° 5, теорема 4); это доказывает утверждение 8). 


1 $ 3. ТЕОРЕМЫ СОПРЯЖЕННОСТИ à] 


$ 3. Теоремы сопряженности 


В этом параграфе предполагается, что основное поле Е имеет 
характеристику 0. 


1. Элементарные автоморфизмы 


Пусть 4 — алгебра Ли. Обозначим через Aut(g) группу ee 
автоморфизмов. Пусть хе 4; если эндоморфизм ах нильпо- 
тентен, то еа9х == Ац{ (4) (гл. I, $ 6, n° 8). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Элементарным автоморфизмом алгебры Ли 9 
называется любое произведение конечного числа ее автомор- 
физмов вида e*4*, где эндоморфизм adx нильпотентен. Группа 
элементарных автоморфизмов алгебры Ли 4 обозначается через 
Aut, (3), 


Если ue@Aut (4), то иеа4 хи-! = eadu (x), следовательно, Aut,(q) — 
нормальная подгруппа в Ац+{ (4). Если Е =В или С, то под- 
группа Aut,(q) содержится в группе внутренних автоморфизмов 
[14 (4) алгебры 4 (гл. III, $ 6, n° 2, определение 2). 


* 


В общем случае подгруппа Аи (4) содержится в компоненте 
единицы группы Aut (4). „ 


Лемма 1. Пусть У — конечномерное векторное пространство 
и n — некоторая подалгебра алгебры Ли a = Г (У), состоящая из 
нильпотентных элементов. 

(i) Отображение х->ехрх является биективным отображе- 
нием алгебры N на некоторую подгруппу М группы GL(V), со- 
стоящую из унипотентных элементов (гл. II, $ 6, n° 1, замеча- 
ние 4). При этом n=log(expn). Отображение [t+ >folog уста- 
навливает изоморфизм между алгеброй полиномиальных функ- 
ций на и и алгеброй, образованной ограничениями на N полино- 
миальных функций на пространстве End (У). 

(ii) Если xen u aca, ro 


(exp adıx) .a= (exp x) a (exp (— x)). 


(iii) Пусть V’ — конечномерное векторное пространство, и’ — 
подалгебра алгебры Ли gl(V’), состоящая из нильпотентных эле- 
ментов, и р — гомоморфизм us ив и’. Обозначим через п отобра- 
жение ехрх->ехрр(х) группы ехри в группу ехри’; тогда пл — 
гомоморфизм групп. 


По теореме Энгеля можно таким образом выбрать отож- 
дествление пространства У с пространством А”, что алгебра Лии 
окажется подалгеброй алгебры n(n, Е) (n(n, Е) — подалгебра 
алгебры Ли М, (Е), образованная нижними треугольными матри- 
цами с нулевой диагональю). Обозначим через и, (п, К), $20, 
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подмножество тех элементов (<< € Mn (k), для которых 
x; =0 при i—j<-s. При этом 


[и, (и, k), n,(n, к) Cu, (2, k) 


(гл. II, $ 4, n° 6, замечание), и ряд Хаусдорфа определяет поли- 
номиальное отображение (a, b)-—> Н (а, 5) произведения n(n, R)X 
Жи(я, Е) в nn, k) (гл. II, $ 6, n°5, замечание 3). Это отобра- 
жение, рассматриваемое как закон композиции, снабжает мно- 
жество и(и, Е) структурой группы (гл. II, $ 6, n°5, предложе- 
ние 4). Вследствие замечания 4 из гл. II, $6, n° 1, отображение 
х->ехрх пространства n(n, К) на подмножество 1 n(n, k) и 
отображение у--> logy множества 1+n(n, k) на n(n, k) биек- 
тивны, взаимно обратны и полиномиальны. Ввиду предложения 3 
из гл. II, $ 6, n°5, эти отображения будут изоморфизмами 
групп, если ввести на множестве и(и, К) закон умножения 
(а, 6) -> H(a, 6), а множество 1 | и(и, К) рассматривать как 
подгруппу группы СЁ, (^). Из этого легко получить утвержде- 
ния (i) m (iii) нашей леммы. Пусть x = п. Обозначим через L,, 
Rx отображения Ur XU, и->их алгебры а в себя. Они пере- 
становочны и нильпотентны. Так как а х=[,— Ry, то при 
любом a&=a 


(exp ad, x) a= (exp (L, — R,))a= (expL,) (exp R_,) a = 


DR, 
= >» +. a = (exp x) a (exp (— x)). (1) 
1,120 - | | | 


В обозначениях леммы | говорят, что л — линейное пред- 
ставление группы ехри, согласованное с данным представле- 
нием о алгебры Ли п в пространстве У”. Если k есть В, С или 
полное ультраметрическое недискретное поле, то р. == Г (м) в силу 
свойств экспоненциального отображения (гл. Ш, $ 4, n°4, 
следствие 2 предложения 8). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть 9 — алгебра Ли, а n — такая ее под- 
алгебра, что эндоморфизм ad, (х) нильпотентен при любом KEN. 
Тогда e*°8" — подгруппа группы Aut, (9). 

Это следует из леммы | (i). 


В частности, если взять в качестве И нильпотентный радикал 


„ аа. 
алгебры 9, то подгруппой е ° будет группа специальных автомор- 
физмов алгебры g (гл. I, $ 6, п°8, определение 6). 


Замечания. 1) Пусть У — конечномерное векторное про- 
странство, $ — подалгебра алгебры JIn я = 4( (У) и x — элемент 
алгебры 4, для которого эндоморфизм adgx нильпотентен. Тогда 
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существует такой нильпотентный элемент п алгебры Ли a, что 
эндоморфизм а4.п продолжает эндоморфизм а4;х. Действи- 
тельно, пусть $ и п — полупростая и нильпотентная компоненты 
элемента x. При этом adgs и adan будут полупростой и нильпо- 
тентной компонентами эндоморфизма ах (гл. I, § 5, n°4, 
лемма 2). Подпространство 4 устойчиво относительно эндомор- 
физмов adas, ап, и эндоморфизмы adıs|a, аа п|4 служат 
полупростой и нильпотентной компонентами эндоморфизма аа; х. 
Таким образом, adyx = ада п |3, что и доказывает наше утвержде- 
ние. Вследствие утверждения (ii) леммы | мы получаем, что 
любой элементарный автоморфизм подалгебры 4 продолжается 
до некоторого автоморфизма алгебры a, имеющего вид ин> 
> тит ', где те GL (У). 

2) Пусть У — конечномерное векторное пространство. Для 
любого элемента g = SL (У) обозначим через p(g) автоморфизм 
xt gxg7! алгебры Ли gl(V). Тогда 


Aut, (91 (V)) = p (SL (V)). 


Действительно, вследствие формулы (1) множество Aut, (gl (V)) 
содержится в множестве @(SL(V)). Обратное включение сле- 
дует из Alg., chap. Ш, $ 8, n° 9, proposition 17, и формулы (1). 
Аналогичным образом можно показать, что множество авто- 
морфизмов, являющихся ограничениями на подпространство 
8[(V) отображений из множества @(SL(V)), совпадает с мно- 
жеством Aut, (81 (У)). 


2. Сопряженность подалгебр Картана 


Пусть 4 — алгебра Ли, § — некоторая ее нильпотентная под- 
алгебра и À — множество ненулевых весов подалгебры В в про- 
странстве 4, т.е. множество таких линейных форм A= 0 на b, 
для которых 4^ (1) 5-0 (см. предложение 9 (iii), n° 3, $ 1). Пред- 
положим, что 


= (HB 2 90; 
ER 


это всегда имеет место, если основное поле À алгебраически 
замкнуто ($ 1, n° 3, предложение 9 (1)). Если AGR n xe q*(h), 
то эндоморфизм ad x нильпотентен ($ 1, n° 3, предложение 10 (iv)). 
Обозначим через E (5) подгруппу группы Aut, (4), порожденную 
отображениями e*4*, где элемент X удовлетворяет приведенному 
выше условию. Если u & Aut (4), то, как легко видеть, UE (bh) u! == 


= E (u()). 


Лемма 2. (i) Обозначим через \, множество элементов х «= В, 
для которых 9(х) = (В), т.е. множество таких элементов 


2  Бурбаки 
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xeh, что A(x) 40 при всех HER. Множество \, открыто и 
всюду плотно в D относительно топологии Зарисского. 
(ii) Пусть К ={М, №,..., Ap}, где все элементы № различны. 
Обозначим через Е отображение пространства 4 (5) X 4^ (5) ЖЖ... 
г ЦР (6) в пространство 4, определенное формулой 


а d 
F (A, X], ee ey ie u eee её “ph. 


Тогда F является доминантным полиномиальным отображением 
(дополнение If). 


Утверждение (1) очевидно. Докажем утверждение (11). Пусть 
n=dimg. Если ЛЕЮ u x & 4^ (В), то (ad x)” = 0. Таким образом, 
отображение (y, x) — еа9ху пространства Q X 9*(b) в 9 поли- 
номиально. Отсюда по индукции мы получаем, что отображе- 
ние F полиномиально. Выберем элемент weh, пусть DF — 
линейное отображение, касательное к отображению Г в точке 
(ho, 0,..., 0). Докажем, что DF сюръективно. Если h & 4° (5), 
то F(A, th, 0,..., O)=hy+h, следовательно, DF (h, 0, ..., 0)=й 
и п (ОР) > 8 (6). Далее, если хе 9 (5), то 


Е (во, x, 0,..., 0) = еа9 *hy = hy + (ad x). ho + — xy" 


ho + . 


поэтому DF(0, x, 0, ..., 0)=(adx).4y=— (ado) x. Так как 
эндоморфизм ad A, индуцирует автоморфизм пространства 4^ (5), 
то п (ОЕ) > 9%: (6). Таким же образом получаем, что 


Im (DF) > g": (6) 


для всех i} отсюда следует сюръективность отображения DF. 
Из предложения 4 дополнения [ следует теперь, что отображе- 
ние F доминантное. | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Предположим, что поле Е алгебраически 
замкнуто. Пусть 9— алгебра Ли, а b и В’ — ее подалгебры 
Картана. Существуют такие элементы u=E(b) ии G E(b’), что 
и (5) =u" (N) 

Будем использовать обозначения леммы 2. Так как Ви, — 
подалгебры Kaprana, то 4 (5) =В и 94° (5) =!. Из леммы 2 и 
предложения 3 дополнения I следует, что множества E (5) 5, 
и Е (5) 6 содержат открытые и всюду плотные в пространстве 4 
относительно топологии Зарисского подмножества. Поэтому 
Е (5) 5. ПЕ (6’) 6 = ©, т.е. существуют такие элементы UEE(h), 
и’ EE (h’), hab, h’ Sh, что u(h) =u’ (h’). Тогда 


и (5) = u (9° (6) = 9° (4.4) = 9° (м (7) = 4" (У), 
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Следствие. Имеет место равенство Е (5) =Е (b’). 


Пусть u, и’— элементы, существование которых утверждает 
предложение 2. Тогда 


Е (5) = иЕ (5) и-' = Е (u(b)) =Е (и (9’)) = wE (fu = E (), 


что доказывает следствие. 

На основании этого результата мы будем в случае, если 
поле К алгебраически замкнуто, обозначать группу Е (5), где 
р — некоторая подалгебра Картана алгебры 4, просто через E. 


В общем случае Aute(q) == Е (например, если алгебра g нильпо- 
тентна, то группа Е состоит из одного элемента, в то время как для 
некоммутативной алгебры 9 существуют нетривиальные элементарные 
автоморфизмы). Однако можно доказать (гл. VIII, $ 10, упражнение 5), 
что для полупростой алгебры Ли g имеет место равенство Aute (8) = Е. 


_ ТЕОРЕМА |. Предположим, что поле k алгебраически замкнуто. 
Пусть 94 — алгебра Ли. Группа Е является нормальной nodepyn- 
пой группы Aut(g) и действует на множестве подалгебр Картана 
транзитивчо. | | 


Пусть Ь — подалгебра Картана алгебры 4 и ve Aut(g). 
Так как | 
vE (ВБ) о! = E (и (b)) =Е (9), 


то E (6) = E — нормальная подгруппа в Aut (4). Если 6’ — другая 
подалгебра Картана алгебры 49, то в обозначениях предложе- 
ния 2 ии (6) = u wwe E. 


3. Приложения теоремы о сопряженности подалгебр Картана 


ТЕОРЕМА 2. Пусть 4 — алгебра Ли. 

(i) Все подалгебры Картана алгебры à имеют одну и ту же 
размерность, равную го (4), и один и TOT же класс нильпотент- 
HOCTU. 

(ii) Для того чтобы элемент KEN был регулярным, необхо- 
димо и достаточно, чтобы (x) была подалгеброй Картана в $3, 
и таким образом можно получить все подалгебры Картана. 


Доказывая утверждение (1), мы можем предполагать, что 
поле К алгебраически замкнуто (см. $ 2, предложения 3 и 6). 
Тогда оно вытекает из теоремы | n° 2. Утверждение (ii) сле- 
дует из (i) и nn. (i) и (iv) теоремы 1 из $ 2. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть 4 — алгебра Ли u ÿ — ее подалгебра. 
Тогда следующие условия эквивалентны: 
(i) nodaneeöpa W содержит некоторый регулярный элемент 
алгебры $ и го (4) = гс (a); 
2» 
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(ii) подалгебра % содержит некоторую подалгебру Картана 
алгебры 4; 

(iii) каждая подалгебра Картана алгебры 9’ есть также под- 
алгебра Картана алгебры ц. 


(i) = (ii). Предположим, что ге (9) = го (4”) и элемент хех 
регулярен в алгебре 9. Пусть b = 40 (x), 5’ = 4” (x) =ВП 0’. Тогда 


го (4°) <dim у’ < dim В = rg (8) = rg (4°). 


Следовательно, В =’ <q’, что и доказывает утверждение (ii). 

(ii) > (iii). Предположим, что алгебра 4’ содержит подалгебру 
Картана р алгебры 4 и пусть № — подалгебра Картана 
алгебры 4’. При доказательстве того, что bh, — подалгебра Kap- 
тана в 4, можно предполагать, что основное поле Е алгебраи- 
чески замкнуто. Пусть Е (6) и Е’ (6) — группы автоморфизмов 
алгебр ци 4’ соответственно, ассоциированные с В (n° 2). По 
теореме | существует элемент | = Е’ (5), для которого f(b) = bi. 
Однако каждый автоморфизм из du Е” (6) индуцирован He- 
которым автоморфизмом из группы ЁЕ ($). Действительно, это 
утверждение достаточно проверить для автоморфизмов вида ends, 
где хе м (5), À =- 0, а в этом случае оно следует из включения 
q’* (6) == Значит, bh, — подалгебра Картана в 4. 

= ih. Предположим, что условие (111) выполняется. Пусть 
$ — подалгебра Картана алгебры 4’. Так как подалгебра h есть 
одновременно подалгебра Картана алгебры 4, то она содержит 
элемент, регулярный в этой последней (теорема 2 (ii)); при 
этом rg (9) = dim (5) = rg (9). 


СЛЕДСТВИЕ. Пусть D — нильпотентная подалгебра алгебры ц. 
Тогда подалгебра 4 (4) обладает свойствами (i), (ii) и (iii) пред- 
ложения 3 


Действительно, из предложения 11 $ 2, n° 3, следует, что 
подалгебра 49 (5) обладает свойством (ii). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть 9 — алгебра Ли ранга |, с — класс 
нилёпотентности ее подалгебр Картана и x =. Тогда в 9 суще- 
ствует подалгебра размерности | и класса нилеьпотентности < с, 
содержащая элемент X. 


Пусть Т — переменная, А’ ==А (ТГ) и Y=g8,k’. Если §— 
некоторая подалгебра Картана алгебры 4, то В ®,^’ есть Non 
алгебра Картана алгебры 4’. Таким образом, ранг алгебры $ 
равен / и класс нильпотентности ее подалгебр Картана равен с. 

Выберем ee ee alee элемент y алгебры g. Используя 060- 
значения n° 2 $ 2, получаем, что а; (у) = 0. Будем обозначать 
продолжение полиномиальной функции а, на пространство $’ 
тоже через a. Рассмотрим элемент а, (х--Ту) кольца много- 
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членов К [Т]. Его старшим коэффициентом будет а; (и). Поэтому 


элемент х-+Ту регулярен в алгебре a’. Обозначим через hy’ 
нильпространство эндоморфизма аа (x + Ту) в алгебре й. Тогда 
dim hb’ =/, и класс нильпотентности алгебры bh’ равен с. Пусть 
f=’ na @,&IT]). Отметим, что f Ger, k(T) =’. 

Рассмотрим гомоморфизм ф кольца R[T] на поле À, для ко- 
торого Ф(Т)=0, и пусть ф — гомоморфизм 1©ф алгебры 
q®,k[T] на алгебру 4. Ясно, что p(f) — подалгебра в 4 класса 
нильпотентности <с, содержащая элемент p(x + Ту) =x. 

Свободный kIT]- MOLY Ib ®,Ё [Г] содержит подмодуль Ё ранга J, 

причем фактормодуль (a © А [Т])/Ё является модулем без Kpyue- 

ния. Следовательно, подмодуль Ё выделяется в модуле 4 ®, R(T] 
прямым слагаемым (см. Алг., гл. УП, $ 4, n° 2, теорема 1), и 
dim, (f) = 1, что u требовалось доказать. 


4. Сопряженность подалгебр Картана в разрешимой 
алгебре Ли 


Пусть 4 — разрешимая алгебра Ли. Обозначим через ©” (4) 


пересечение членов нижнего центрального ряда алгебры 4 (гл. I, 


$ 1, n° 5). Оно является характеристическим идеалом в 4, причем 
это наименьший среди идеалов M алгебры $, для которых фак- 
торалгебра g/m нильпотентна. Так как CE” (4) < [4, a], то @~ (a) — 
нильпотентный идеал в алгебре ц (гл. I, $ 5, n° 3, следствие 5 


теоремы 1). В силу предложения | из n° | множество авто- 


морфизмов еа4х, где хе ®” (3), составляет подгруппу группы 
Aut (a), содержащуюся в подгруппе специальных автоморфизмов 
(гл. I, $6, n° 8, определение 6). 


ТЕОРЕМА 3. Пусть Q — разрешимая алгебра Ли, а В, 5’ — ее 
подалгебры Картана. Тогда существует элемент хе (a), для 
которого e24* | =. 


Проведем индукцию по dimg. Случай В 0 тривиален. Пусть 
и — ненулевой минимальный коммутативный идеал алгебры 4. 
Пусть ф: 4 —> a/n — канонический морфизм. Тогда ф(®” (4)) = 
= 6° (a/n) (гл. I, $ 1, n° 5, предложение 4). Ввиду того что ф (1) 
и @(b’) — подалгебры Картана алгебры g/n ($ 2, n° 1, следствие 2 
предложения 4), по предположению индукции существует такой 
элемент хе ®” (4), что е29® ф (5) — (67). Заменяя D на e24*h, 
можно далее предполагать, что ф (5) =ф (5’), т. ©. 


уи= ум. 


Следовательно, подалгебры } и $’ являются подалгебрами Kap: 
тана алгебры b+n. Если п = 4, то доказываемое. утвер- 
ждение вытекает из предположения индукции. Поэтому мы 
предположим теперь, что В и= 6’ п=ц. | 
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Так как идеал и минимален, то или [g, и] = {0}, или [q, n] = и. 
Если имеет место равенство [4, п] = {0}, то пор unc’ ($ 2, 
n° |, предложение 5), поэтому h=h+n=—h’+n=—b’. Остается 
рассмотреть случай [a,n]=n Тогда пс ®” (4), и идеал п 
является простым 9-модулем. Так как д=-и и [n, п] = {0}, 
то идеал п — простой }-модуль. Если В [и ~ {0}, то n € В, а зна- 
чит, 4 — 0 nu 6’ = 5b. Предположим, что № [] п= {0}. В этом случае 
qa—b@n и 4=5”Фи, так как пространства D и bh” имеют оди- 
наковую размерность: 

Для каждого элемента хе= В обозначим через f (x) тот един- 
ственный элемент идеала и, для которого x — } (х) ЕЁ’. В этих 
обозначениях, если x, y =D, то 


[x, y] — [х, FW) — TG), = Ы— РЕ, y — Г] ЕТ. 


Поэтому [([х, y]) == [х, FW] + li), у]. По следствию предло- 
жения 9 $ 1, n° 3, существует такой элемент AEN, что | (x) = 
—[х, а] для всех хе. Тогда (ad a)? (3) < (ad а) (п) =0, так что 


eaday — x + [a, x] =x — | (x) 


для всех xe&hb. Таким образом, e247(6) =’ n a&&”(q). Tem 
самым теорема доказана. 


Лемма 3. Пусть 9 — алгебра Ли, t—ee радикал, ф— кано- 
нический гомоморфизм алгебры A на факторалгебру Wt и v — не- 
который элементарный автоморфизм алгебры aft. Тогда суще- 
ствует такой элементарный автоморфизм и алгебры À, что вы- 
полняется равенство феи = 99.. 


Можно предположить, что автоморфизм v имеет вид eadb, 
где be g/t и эндоморфизм adb нильпотентен. Пусть $8 — под- 
алгебра Леви алгебры 4 (гл. I, $6, n° 8, определение 7) и 
а — такой элемент подалгебры 8, что ф (а) =. Так как эндо- 
морфизм ad;Q@ нильпотентен, то эндоморфизм ad,a тоже ниль- 


d,a 
потентен (гл. I, $ 6, n° 3, следствие предложения 3) nu =e 8" — 
элементарный автоморфизм алгебры 4, для которого Mou == 950. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть g— алгебра Ли, v— ее радикал, В u 
bh’ — ee подалгебры Картана и 9 — канонический гомоморфизм 
алгебры 4 на факторалгебру alt. Тогда следующие условия экви- 
валентны: 

(i) подалеебры № и 5’ сопряжены относительно группы эле- 
ментарных автоморфизмов алгебры $9; 

(ii) подалгебры ф (6) и p(h’) сопряжены относительно группы 
элементарных автоморфизмов алгебры Alt. 


(1) = (1). Очевидно. 
(ii) = (i). Предположим, что условие (ii) справедливо, и до- 
кажем (i), Вследствие леммы 3 можно предполагать, что $ (|) == 
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—ф(5’). Пусть = +=’ т — разрешимая подалгебра 
алгебры 4. При этом подалгебры В и D” являются подалгебрами 
Картана алгебры f и существует элемент x = ®” (1), для кото- 


рого e*t*h =’ (теорема 3). Так как алгебра fr нильпотентна, 
то @@(f) cr. С другой стороны, EHE f] [5, a], поэтому 
хе [3, al, и по теореме 1 из гл. I, $ 5, n° 3, эндоморфизм 
ad, x будет нильпотентным. Таким образом, элементарный авто- 


морфизм 243% алгебры 9 переводит подалгебру | в У". 


5. Одно предложение о группах Ли 


ПрЕдложЕНИЕ 6. Предположим, что основное поле k — это 
поле В, С или полное недискретное ультраметрическое поле ха- 
рактеристики 0. Пусть G — группа Ли конечной размерности над 
полем К, e— ee нейтральный элемент, { — ее алгебра Ли, b — 
подалгебра Kaprana алгебры 9 и D, — множество регулярных 
элементов алгебры J, принадлежащих подалгебре h 

(i) Пусть 8 — векторное подпространство прострачства 9, до- 
полнительное к D, %— окрестность нуля в подпространстве 8, 
на которой определено экспоненциальное отображение, u h=b,. 
Гогда отображение ($, й) => Р ($, h)=(expads).h прямого произ- 
ведения 8 X D в 4 этально в точке (0, ho). 

(ii) Отображение (5, h)+~> Е” (в, #) =(Аа g).h прямого про- 
изведения @ЖЬ, в q является субмерсией'). В частности, образ Q 
этого отображения — открытое множество. Для любого элемента 
x & © подпространство q° (x) — это подалгебра Картана алгебры д, 
сопряженная с подалгеброй В относительно группы Ad (G). 

(iii) Пусть hhe&b,. Если U — произвольная окрестность эле- 


мента е в группе G, то множество U (Ad a) (6,) — окрестность 
acU 


элемента ho B A. 


Будем использовать обозначения № и 8 утверждения (i). 
Пусть Г — касательное линейное отображение к отображению F 
в точке (0, Ay). Так как F (0, h) = при всех hEb, то Т (0, А) =й 
при всех h=h. С другой стороны, если окрестность % доста- 
точно мала, то касательным к отображению $ -->ехраа $ окрест- 
ности & в пространство Епа (9) в точке 0 будет отображение 


$ => ads пространства $ в пространство End (9). Следовательно, 
Т ($, 0) = [$, Ao] для всех $ © 8. Таким образом, отображение про- 
странства 9/6 в себя, полученное из отображения ad hy факториза- 
цией, биективно. Отсюда следует, что отображение Т биективно; 
тем самым утверждение (1) доказано. Теперь из того факта, 
что ехра4 $ = А4ехр$ для всех $ = 8, достаточно близких к 0, 


1) Cu. Мн. Св. рез., 5.9.1. — Прим. ред. 
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следуют утверждение (111) и первая часть утверждения (11). Так 
как любой элемент X=Q имеет вид (Ад а) (Ah) для некоторых 
a=G и heEb,, то 9 (х) = (Ада) (9° (A)) = (Ада) (6), и это под- 
алгебра алгебры 4, сопряженная с В относительно группы Ad (G). 


$ 4. Регулярные элементы группы Ли 


В этом параграфе в nn? 1, 2 и 3 предполагается, что поле 
К — это В, С или полное недискретное ультраметрическое поле 
характеристики нуль. Через G обозначается группа Ли конечной 
размерности над полем Е, через 94 — ее алгебра Ли и через e— 
ее нейтральный элемент. Мы будем обозначать через 4 (a), где 
a = С, нильпространство эндоморфизма Аа (а) — 1, или, другими 
словами, пространство 4! (Ad(a)) (см. § 1, n° 1). 


1. Элементы, регулярные относительно линейного 
представления 


Лемма 1. Пусть М -— аналитическое многообразие над по- 
лем Е и а= (4, &,:.., An—1, а. = 1) — последовательность ana- 
литических функций на многообразии М. Обозначим через r, (x), 
где x= М, верхнюю грань таких чисел i= (0, п), что а, (х) =0 

. . 0 . 
при ] <i, а через Га (х) — верхнюю грань таких чисел iE (0, п}, 
что a; равна 0 в некоторой окрестности точки x при | <i. 

(i) Функция г. полунепрерывна сверху. 

ee 0 jee ee . . 

(ii) r° (x) = lim HI igh a (y) для всех xe&M. 

(iii) Функция го локально постоянна. 

(iv) Множество точек хе М, таких, что 10 (х) —r, (x), совпа- 


дает с множеством тех точек многообразия М, в окрестности 
которых функция г. постоянна. Это множество открыто и всюду 
плотно в М. Если R=C и многообразие М связно и конечно- 
мерно, то это множество связно. 


(i) Если г. (х) = то а, (х) ==0. Следовательно, для всех 
точек у из некоторой окрестности точки X тоже а, (и) ~ 0, и 
Га (И) Si. 

(ii) Если го (х) == то функции а,..., @;_, равны нулю 
в некоторой окрестности точки х, и, таким образом, для всех 
точек Y из этой окрестности выполняется неравенство Г, (у) Di. 


Поэтому Шт шШЁ,., „Г, (У) Zi. Однако любая окрестность точки X 


содержит некоторую точку у, для которой а; (y) = 0 и, следова- 
тельно, Г. (у) Si. В результате мы получаем равенство 
lim inf, _, 7, (y) =i. 

(iii) Пусть ir (x), и пусть У — такая окрестность точки X, 
что a,(y)=0 для всех y = V и любого j <i. Как мы предпо- 
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ложили, x =(M—Z), где Z обозначает множество тех точек 
многообразия М, в окрестности которых функция а; равна нулю. 
Так как множество Z замкнуто в М (Mn. Ce. рез., 5.3.5), то 
множество V [|] (М— 2) — окрестность точки x. Для любой точки у 
© 0 и . 

из этой окрестности r (y) =i. 

1 _ 0 

(iv) Функция г, — rt полунепрерывна сверху, и ее значение 
в любой точке 0. Если г, (х) = 70 (x), то функция г, — 70 равна 
нулю в некоторой окрестности точки X; ввиду утверждения (iii) 
это означает, что функция 7, постоянна в некоторой окрестности 
точки х. Обратно, если функция г. постоянна в окрестности 
точки X, то вследствие утверждения (ii) имеет место равенство 
го (х) =r, (x). Таким образом, множество Q тех точек xe M, 

ый 0 

для которых ro (х) =, (x), открыто в M. Если ro (x) <г, (x) для 
какой-либо точки x = M, то любая окрестность точки X содержит 
такую точку у, для которой г, (y) < г, (x), причем I (у) =r? (x). 
Следовательно, в любой окрестности точки х существует такая 
точка и, что 


(Wry) <7) — 7, Del 


Таким образом, мы получаем, что множество ©) всюду плотно 


в М. 
Если многообразие М связно и значение функции r) на М 


есть р, то множество Q состоит из тех точек X = М, для которых 
а, (х) == 0. Если Е = С, то связность множества Q следует из 
леммы 3 дополнения II. 

Пусть о — аналитическое линейное представление группы G 
в векторном пространстве У конечной размерности п над полем À. 
Рассмотрим 


det (Г — р (2) + 1) = а (8) Ра (g)T -... На, (8) 7" +T”. 


Функции Г, и Г построенные по последовательности (A, By un 
.++, ар 1), Мы будем обозначать через г, и го соответственно. 
При этом для любого элемента g = С справедливы равенства 


r, (8) = dim V' (p (8)), 
п (g) = lim inf, dim У! (0 (g’)). 


Лемма 2. Пусть 0— V’ > V > У” — 0 — точная последователь- 
ность G-modyneü, определяющих аналитические линейные пред- 
ставления о’, p u о” группы С соответственно. Тогда 


en De 0 
I TIGE u ToT Tore 
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Действительно, каждый элемент g = G определяет ($ 1, n°1, 
следствие 3 теоремы 1) точную последовательность векторных 
пространств 


0 (V7) (0° (g)) > И (6 (g)) > (V7) (” (g)) 0. 


Это доказывает первую часть утверждения. Вторая часть сле- 
дует из первой, так как по лемме | (iv) на открытом всюду 
плотном подмножестве в С имеем rn =r, ro =Г, и Г" Е Гри. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Элемент 5 & G называется регулярным OTHO- 
сительно линейного представления р, если Г, (в) =п (2). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Гочки группы G, регулярные относительно 
линейного аналитического представления о этой группы, — это 
точки, в окрестности которых функция г, постоянна. Они обра- 


зуют открытое всюду плотное подмножество в группе G. Если 
К —=С и группа С связна, то множество регулярных элементов 
относительно представления о связно. 


Это следует из леммы | (iv). 


Замечание. Пусть Ц” — открытая подгруппа группы С. Для 
того чтобы элемент а & С” был регулярным относительно линей- 
ного представления о группы G, необходимо и достаточно, 
чтобы он был регулярным элементом группы С” относительно 
линейного представления о | G”. 


2. Регулярные элементы группы Ли 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Элемент группы G называется регулярным, 
если он является регулярным относительно присоединенного пред- 
ставления. 


Другими словами (предложение 1), элемент g = С регулярен, 
если для любого элемента 5’ из некоторой окрестности эле- 
мента g в группе G размерность нильпространства эндомор- 
физма Ad(g’)—1 равна размерности нильпространства эндо- 
морфизма Аа (5) — 1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть G’ — группа Ли конечной размерности 
над полем Ки | — сюръективный морфизм группы С на G’. Образ 
при отображении | регулярного элемента группы @ является 
регулярным элементом группы G’. Если ядро морфизма | содер- 
жится в центре группы G, то для регулярности элемента ЕС 
необходимо и достаточно, чтобы элемент | (g) был регулярным. 


Пусть 4’— алгебра Ли группы С’ и b — ядро морфизма 77 |3 
это идеал в алгебре Ли 4. Пусть о — линейное представление 
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группы G в пространстве 5, заданное формулой о (5) = Аа g |b 
для се С, и пусть Adof — линейное представление группы G 
в Ч, равное композиции морфизма [ и присоединенного пред- 
ставления группы G’. Эти линейные представления позволяют 
определить точную последовательность С-модулей 0—> —>q— 
/ En В Ze 0 
—8 —0. По лемме 2 Г ==Г, + ГлаорИ la = lp + Taaop Так как 
— в 0 ss geld 
Глас! ==Тла° ГИ Г — открытое отображение, то rues = lag ° le 
Следовательно, 


me et ae ce Oe raies 
Если элемент g ретулярен, TO (7.4 — 7% а) (7 (g)) =0, и это пока- 


зывает, что элемент [(9) регулярен. Если ядро морфизма | 
лежит в центре группы G, то 


Гла 


r (8) =r} (8) = dim § 


для всех g@G. Таким образом, если элемент j (g) регулярен, 
то гда (8) =. (8), т. е. элемент & тоже регулярен. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть G, и Ц. — группы Ли конечной раз- 
мерности над полем Е. Для того чтобы элемент (51, Zo) группы 
Gı X G, был регулярен, необходимо и достаточно, чтобы были 
регулярны элементы 21, Lo групп G, и Gy соответственно. 


Указанное условие необходимо ввиду предложения 2. Пока- 
жем его достаточность. Если g = (8, 8.) = G, XG,, то г. (8) = 
= ла (Li) + rad (g,). Используя лемму 1 (ii), мы получаем, что 
па (8) = agi) = 74. (8,). Если элементы g, и &, регулярны, 
TO гда (81) =Гла (81) и aa (Lo) = aa (So), поэтому гда (8) = гла (6), 
что означает регулярность элемента Q. 


Лемма 3. Пусть a = G u м — дополнительное подпространство 
к подпространству 9! (а) в 9. Обозначим через U некоторую 
окрестность нуля в пространстве Q и через EXP экспоненциальное 
отображение окрестности И в группу G. Toeda отображение 


fi (x, y) => (exp y) a (exp x) (exp у) ' 


множества (g'(a) X M)AU в epynny G является этальным 
в точке (0, 0). 

Касательными линейными отображениями к отображениям 
xr>alexpx) и y (ехр и) а (ехр yy в точке 0 являются OTO- 
бражения xt>ax и yı> ya — ay = a(a~'ya — у) пространства 9 
в 7,G=ag (гл. Ш, § 3, n°12, предложение 46). Поэтому 
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касательным отображением к [ в точке (0, 0) будет отображение 
(x, y) ax + a(a-!ya— y)=a(x+a-'ya— y) пространства q! (а) Х m 
в пространство ag. Это отображение инъективно. Действительно, 
если xe qi! (a), yemu x+a-! ya — y =), TO (Ad (a) — 1) y — 
== Ad are q! (a), поскольку Ad (а) q! (а) < g! (а). Вследствие этого 
y =! (а) и, таким образом, и Так как отображение Ad (a) 
инъективно на подпространстве q' (a), мы получаем, что x — 0. 
Из равенства dim 4 = dim $ (а) +dimm следует теперь, что ото- 
бражение | этально в точке (0, 0). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть aeG u H— nodepynycky Aa Ли 
группы G, алгеброй Ли которой является подалгебра q! (а). Тогда 
отображение (6, с) ==> cabc—! топологического пространства НХ С 
в С является в точке (e, е) субмерсией. 


Пусть м — дополнительное к 4' (а) подпространство в алгебре 4, 
а ехр — экспоненциальное отображение открытой окрестности 
нуля Ос Ц. Можно выбрать окрестность U таким образом, 
чтобы exp (И [| 9’ (а)) = Н. В этих условиях отображение {: (x, у) 
=> (exp x, ехру) есть аналитическое отображение окрестности 
точки (0, 0) в пространстве 4' (а) X м со значениями в НХ С. 
По лемме 3 композиция отображения | и отображения ф: (5, с) 
+> cabc—' этальна в точке (0, 0). Вследствие этого отображение ф 
является в точке j (0, 0) = (е, e) субмерсией. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть a = С и W — некоторая окрестность 
элемента е в группе С. Тогда существует окрестность V точки а, 
обладающая следующим свойством: для любого элемента a’ EV 
существует элемент g= W, такой, что g' (a) Ad (в) g' (a). 


Введем обозначение 4'= 4' (а), и пусть g=q' + qt — раз- 
ложение Фиттинга для эндоморфизма Аа (а) — 1 ($ 1, n° 1). OGo- 
значим через Н подгрупускулу Ли группы G, алгебра Ли кото- 
рой есть g'. Для любого элемента À = Н выполняется включение 
Ad(h)g cyl. Так как [4', gt] < Qt, то существует такая окрест- 
ность U элемента е групускулы Н, что Аа (й) qt Cat при А = U. 
Поскольку ограничение эндоморфизма Аа (а) —1 на gt биек- 
тивно, можно выбрать окрестность U таким образом, что огра- 
ничение эндоморфизма Аа (oh) — 1 на qt будет биективным при 
всех AGU. Тогда g! (ай) < 4' (а) = для всех À EU. По пред- 
ложению 4 множество Int(W) (aU) служит окрестностью элемента а 
в группе С. Если а’ = Int(W) (aU), то а’ == с (ай) в-', где SEW 
и h EU, откуда g' (a’) = Ad (5) q' (ah) = Ad (2) 9! (a). 


CaencTBuE. Пусть G* — открытая подгруппа группы G. Если 
элемент ASG регулярен, то существует такая окрестность У 
элемента а, что подпространство Q! (а’) сопряжено с 4! (а) отно- 
сительно группы АЯ ((") для всех a’ ЕТУ. 
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3. Связь с регулярными элементами алгебры Ли 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть У — открытая подгруппа в a u 
exp: V — G — экспоненциальное отображение, определенное на 
множестве V. Тогда 

(i) существует такая окрестность № нуля в группе У, что 
q! (exp x) = 8 (х) для всех хеЕ; 

(ii) если Е =В или С, то g' (ехрх) > 8 (x) для всех x EQ. 


По следствию 3 предложения 8 гл. Ш, $ 4, n°4, существует 
такая окрестность V’ нуля в группе У, что для всех xe V’ 
со 


отображение exp (ad (x)=) sad (x) определено и при этом 


n=0 
Ad (exp x) =exp(ad(x)). Если Pek[X] и ae Епа (4), то легко 
проверить, что 49^ (а) < g?™ (P(a)) для всех À E k. Вследствие 
этого 


g° (ad (х)) < g! (exp (ad (х))) = g' (Ad (exp x)) = g! (exp x) 


для всех xe V”. Если R=R или С, то обязательно V—@Q, и 
можно считать, что V’—V; это доказывает утверждение (ii). 
Докажем утверждение (i). Пусть И — такая окрестность 0 
в пространстве End (4), что отображение Log (1 + а) = 


— > avr Zar определено для всех а=И. При этом. 
n>0 

Logoexp=1 в некоторой окрестности нуля и g'(l+a) 

< 4 (ос (1 + а)) для любого а = U. Обозначим через  окрест- 

ность нуля в пространстве Q, состоящую из тех элементов x & У”, 

для которых expadx@1+U и 


Log (exp (ad (х))) = ad (x). 
Таким образом, 


g' (exp x) = g' (Ad (exp x)) = g! (exp (ad (х))) = 
< 9° (Log (exp (ad (х)))) = 9° (ad (x)) = 9° (x) 


при всех <=W. Это показывает, что g! (exp x) = 4 (x) при всех 
x=W. 


Лемма 4. Пусть U — окрестность нуля в алгебре 4, и пусть 
экспоненциальное отображение ехр окрестности U в группу а 
является этальным в каждой точке множества И, причем 
g' (exp x) = 4 (х) для любого элемента x E Ц. Тогда 

(i) Функция ro, постоянна на множестве exp(U), и ee значе- 
ние равно рангу алгебры 49; 

(ii) если хе О, то элемент ехрх регулярен тогда и только 
тогда, когда элемент х регулярен в алгебре ц; 
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(iii) для регулярности элемента a & exp (U) необходимо и до- 
статочно, чтобы подалгебра 9'(а) была подалгеброй Картана 
алгебры 4. 


Пусть !=rg(g). Если x = ОИ—регулярный элемент алгебры ц, 


то 
гла (ехр x) = dim g! (exp x) = dim g° (x) =1. 


Так как регулярные элементы алгебры 4, принадлежащие U, 
образуют окрестность элемента х и так как отображение ехр 
этально в точке х, то элемент ехрх является регулярным и 
га 4 (ехр x) — 7. Множество регулярных элементов алгебры $9, 


принадлежащих окрестности U, всюду плотно в U, поэтому 
га (2) =/ для любого a = exp(U). Пусть a € exp (И) — регуляр- 
ный элемент группы G и а=ехрх для x GU. Так как 4 (x) = 
= ' (а), то dim $? (х) = 70, (а) =1. Таким образом, x — регуляр- 
ный элемент алгебры 4 и 9 (а) — подалгебра Картана этой 
алгебры. Наконец, если для a=exp(U) подалгебра 4' (а) — под- 
алгебра Картана алгебры g, то 


гла (а) =dim 9' (а) =1=70 4 (а); 


следовательно, элемент а регулярен. 
| ПрРЕдложениЕ 7. Пусть И — окрестность элемента e в группе G. 

Тогда каждая подалгебра Картана алгебры $3 имеет вид 4 (а) 
для некоторого элемента а окрестности V, регулярного в группе Ц. 


По предложению 6 существует такая открытая окрестность U 
элемента 0 в алгебре 4, что экспоненциальное отображение 
exp: U—G удовлетворяет условиям леммы 4. Если | — неко- 
торая подалгебра Картана в 4, то существует регулярный эле- 
мент хе, для которого | = 4 (х) ($ 3, теорема 2). При этом 
существует такой элемент [< А”, что keU и exp(tx)eV. 
Тогда № = g° (x) = 4 (tx) = 9 (exp (tx)), и по лемме 4 (ii) элемент 
ехр (1х) регулярен в группе С 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть [— ранг алгебры Ли 9. Существует 
такая открытая подгруппа (‘группы G, что 
(i) функция 70. постоянна на G" u ее значение равно I; 


(ii) элемент AGG" регулярен тогда и только тогда, когда 
4' (а) — подалгебра Картана алгебры 9; 

(iii) если ае= G”, то каждая подалгебра Картана подалгебры 
q' (a) является подалгеброй Картана в ц. 


(i) По предложению 6 существует такая открытая окрест- 
ность U элемента 0 в алгебре 4, что отображение exp окрест- 
ности U в группу G удовлетворяет условиям леммы 4. Будем 
обозначать далее через С” компоненту нейтрального элемента 
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Ca 


группы G, если k=R или С, и conepxamyioca в exp(U) от- 
крытую подгруппу группы G, если поле К ультраметрическое. 
Так как функция ro, локально постоянна и ее значение в лю- 


бой точке множества exp(U) равно [ (лемма 4 (i)), то ясно, что 
функция 7%, постоянна на множестве G и ее значение равно |. 


(ii) Обозначим через R* (соотв. через 5”) множество регу- 
лярных элементов подгруппы G" (соотв. множество таких эле- 
ментов а = G*, для которых подалгебра gq! (a) будет подалгеброй 
Картана в 4). При этом 5*< А". Действительно, если ac 5", 
то гда (а) =1=70 (a). Докажем, что К" < 5*. Если поле k уль- 
траметрическое, то это следует из включения (“< ехр(И) u 
леммы 4 (iii). Предположим, что R=C. По следствию пред- 
ложения D, если AE À", то для каждого элемента а’ из неко- 
торой окрестности элемента а подалгебра 4, (а”) сопряжена 
с подалгеброй 4 (а) посредством некоторого автоморфизма 
алгебры 4. Вследствие этого множества S* и R*— 5* открыты 
B G”, Так как множество S* содержит все регулярные эле- 
менты из некоторой окрестности элемента е (лемма 4 (iii)), то 
множество 5" непусто. Так как подгруппа G* связна, то Ю* тоже 
связно (предложение |), и, таким образом, 5* = R*, 

Осталось рассмотреть случай, когда К =В. Предположим 
сначала, что (” является интегральной подгруппой группы 
СТ (Е), где Е — действительное векторное пространство конеч- 
ной размерности. Пусть С" — интегральная подгруппа группы 
GL(E @rC), алгеброй Ли которой служит 4 =4® С. Сущест- 
вует аналитическая функция на С", множество нулей которой 
совпадает с дополнением к открытому множеству регулярных 
элементов группы G. Вследствие Mn. Св. рез., 3.2.5, эта функ- 


ция не равна нулю на множестве G”. Таким образом, множе- 
ство (” содержит регулярные элементы группы @“. Пусть 


Ad, — присоединенное представление группы G. Для любого 
элемента a@@G" имеет место равенство g! (а) = 4' (а) ® С, по- 
ЭТОМУ Fa (a)=r ла (а). Если а=("— регулярный элемент группы Gr, 
то он будет также регулярным элементом группы (”, причем 
rAd, (а) =" (а). Так как функции гла, и Г; постоянны Ha MHO- 
жествах С’ и G" соответственно, то регулярные элементы 
группы G" — это регулярные элементы группы @“, принадлежа- 
щие G*. Используя доказанное выше, мы получаем, что если 
a — регулярный элемент группы G*, то подалгебра g! (a)=g' (a)@C 
является подалгеброй Картана алгебры g,, поэтому 4! (a) — под- 
алгебра Картана алгебры 9 ($ 2, предложение 3). 


Предположим теперь, что группа С односвязна. Тогда суще- 
ствуют действительное векторное пространство E конечной раз- 
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мерности и этальный морфизм | группы С на некоторую 
интегральную подгруппу С” группы GL (EF) (гл. III, $ 6, n°1, 
следствие теоремы 1). По предложению 2, если элемент AGG 
регулярен, то регулярен и элемент / (а). По доказанному выше 
q' (7 (а))—это подалгебра Картана алгебры Ли 4’ группы С’. 
Так как 4’! ($ (а)) = (ТР a! (a) и отображение Tf является изомор- 
’физмом алгебры 4 на 4’, то подалгебра q'(a) будет подалге- 
брой Картана в (4. _ 
Переходим, наконец, к общему случаю (k =R). Пусть @ — 
универсальная накрывающая группы С” q==LG и q — канони- 


ческое отображение группы С на G*. Если элемент ae С" регу- 
лярен и a’ &g”' (a), то элемент а’ регулярен, поскольку ядро 
морфизма 4 содержится в центре группы G (предложение 2). 
Как уже установлено, подалгебра q! (a’) — это подалгебра Кар- 
тана алгебры 4. Вследствие того что 9! (а) == (Та) 9' (а’) и ото- 
бражение Tq — изоморфизм алгебры 4 на 4, подалгебра 4' (а) 
будет подалгеброй Картана в 4. 

(11) По предложению 5 существует такая окрестность У эле- 
мента а, что для любого a = У подалгебра q'(a’) сопряжена 
с подалгеброй алгебры g'(a) посредством некоторого авто- 
морфизма алгебры 4. Так как каждая окрестность элемента а 
содержит регулярные элементы, то из утверждения (ii) следует, 
что подалгебра q'(a) содержит подалгебру Картана алгебры 4. 
Вследствие этого по предложению 3 из $ 3 каждая подалгебра 
Картана алгебры 4' (а) будет подалгеброй Картана алгебры ц. 

Замечание. Если К = С, то подалгебры Картана 4 (а) для 
регулярных элементов а, принадлежащих связной компоненте М 
группы G, сопряжены относительно группы Int (9). Действи- 
тельно, пусть À — множество регулярных элементов группы G. 
Для любого элемента а= RM обозначим через M, множе- 
ство тех элементов DG@R()M, для которых подалгебра gq! (5) 
сопряжена с 4 (а) относительно группы Int(q). Как известно, 
Int (3) = Ад (С°), где G°— компонента нейтрального элемента 
группы G. По следствию предложения 5 множество Ма открыто 
в À. Отсюда вытекает, что множество М. открыто и замкнуто 
BR. Так как R=C, то множество ЮПМ связно (лемма |) и, 
следовательно, M, = ЮПМ. 


4. Применение к элементарным автоморфизмам 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть К — поле характеристики 0 u q — ал- 
гебра Ли над полем Е. Если ae АцЕ (4), то размерность HUND- 
пространства эндоморфизма a— | не меньше, чем ранг ал- 
гебры 4, | 
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По „принципу Лефшеца“ (Alg., chap. V, § 14, n°7, ргоро- 
sition 18) поле К может быть представлено как объединение 
возрастающего фильтрующегося семейства подполей (k;), 7; 


каждое из которых имеет в качестве расширения поле С. Пусть 


(e,) — базис алгебры 4 над полем À H xX, ..., Хи — такие эле- 

менты алгебры 4, что эндоморфизмы ad (x1), ..., ad (x,,) ниль- 
ad (*,) ad (X) A 

потентны и а=е ми . Обозначим через сав струк- 


турные константы алгебры A относительно базиса (e,) и через 
(x?) координаты вектора X, относительно того же базиса 


(1 <<). Существует такой индекс jE&/, что элементы a 
и x принадлежат полю À;. Пусть =>, k;e, — алгебра Ли над 
Qa 


полем kj; она содержит элементы X1, ..., Xm, H ограничение a, 
эндоморфизма а на 4, будет элементарным автоморфизмом 
алгебры q;. Продолжение a; ®1 эндоморфизма a; на простран- 
ство Ji De, С будет в свою очередь элементарным автоморфиз- 


MOM алгебры 4, © С. Пусть С, — связная комплексная группа Ли, 
алгебра Ли которой есть 49; © С, и $ — такой элемент группы G,, 
что Аа (5) =а;,®1. Применяя предложение 8 к паре (G;, $), мы 
видим, что размерность п нильпространства эндоморфизма 
a; ® 1 — | удовлетворяет неравенству 


n> гб (a; ® C) = тв (4) = rg (9). 


Так как нильпространства эндоморфизмов a; — Тиа— 1 имеют 
ту же самую размерность, то предложение доказано. 


$ 5. Линейные разделяющие алгебры Ли 


В этом параграфе мы предполагаем, что поле k имеет харак- 
теристику 0. Через У мы обозначаем векторное пространство 
конечной размерности. 


1. Линейные разделяющие алгебры Ли 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Пусть 4— подалгебра алгебры Ли Ч“ (У). 
Алгебра Ли 49 называется разделяющей, если она содержит 
полупростую и нильпотентную компоненты каждого своего эле- 
мента (Alg., chap. УП, $ 5, n°8))). 


') В существующей литературе такая алгебра Ли называется также 
почти алгебраической или расщепляемой, но последний термин несет слиш- 
ком большую нагрузку и используется ниже в другом смысле. — Прим. ред, 


50 ГЛ. УП. ПОДАЛГЕБРЫ КАРТАНА. РЕГУЛЯРНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ 1 


Примеры. 1) Пусть У’и У” — подпространства векторного 
пространства У, причем У”> У”, Множество элементов xe ql (У), 
для которых x(V”) < У”, будет разделяющей подалгеброй ал- 
гебры Ли gl(V). Действительно, для любого хе (У) полу- 
простая и нильпотентная компоненты эндоморфизма х равны 
P(x) и Q(x), где Р и Q— многочлены без свободного члена. 

2) Предположим, что пространство У снабжено структурой 
алгебры. Тогда множество дифференцирований этой алгебры 
есть разделяющая подалгебра Ли в gl(V) ($ 1, n°1, предложе- 
ние 4 (ii)). 

3) *Имеет место более общее утверждение: алгебра Ли 
алгебраической подгруппы группы @Ё (У) является разделяю- 
щей. + 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. ГТусть 4 — разделяющая подалгебра алгебры 
Ли “Г (У), «Ea, аз и п — полупростая и нильпотентная компо- 
ненты элемента X. 

(i) Полупростой и нильпотентной компонентами элемента ad, х 
будут ad,s и ад; п. 

(ii) Элемент x регулярен в 9 тогда и только тогда, когда ре- 
гулярен элемент $. 

(iii) Если 9’ — nodaneeöpa Ли в gl(V), содержащая 4, то лю- 
бой элементарный автоморфизм алгебры $ продолжается до 
элементарного автоморфизма алгебры $9. 


Положим а= 91 (У). Вследствие леммы 2 гл. I, § 5, n°4, 
полупростая и нильпотентная компоненты эндоморфизма ada х— 
это а $ и а4. п; тем самым утверждение (i) доказано. Вслед- 
ствие этого характеристические многочлены эндоморфизмов 
ad,x и а, $ совпадают, что доказывает утверждение (ii). Если 
эндоморфизм ad, X нильпотентен, то ad, х==а4, и; таким обра- 
30M, ad, продолжает а; х и п — нильпотентный элемент ал- 
гебры 4’. Это доказывает утверждение (iii). 


Пусть 4 — подалгебра алгебры Ли gl(V). Как было пока- 
зано (гл. I, $ 6, n° 5, теорема 4), следующие условия эквива- 
лентны: 

(i) тождественное представление алгебры 4 полупросто; 

(ii) алгебра 4 редуктивна, и каждый элемент центра ал- 
гебры 4 является полупростым эндоморфизмом. 

Эти условия также эквивалентны следующему: 

(iii) подалгебра 4 редуктивна в gl(V). 


Действительно, (1) = (11) по следствию 3 из теоремы 4 гл. [, 
$ 6, n°5, и (111) = (1) ввиду следствия | предложения 7 гл. I, 
$ 6, n°6. Мы докажем, что если подалгебра 4 удовлетворяет 
этим эквивалентным условиям, то она разделяющая. Можно 
доказать даже несколько большее; 


Z 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть §—nodanze6pa алгебры Ли al (У), 
редуктивная в (У), Е — некоторое конечномерное векторное 
пространство и п: 9$— (Е) — полупростое линейное представле- 
ние алгебры Q в пространстве Е. Тогда 

(i) алгебры q и n(g) разделяющие; 

(1) полупростые (соотв. нильпотентные) элементы алгебры л (4) 
являются образами при отображении m полупростых (соотв. 
нильпотентных) элементов алгебры 4; 

(iii) если b — разделяющая подалгебра в gl(V), содержащаяся 
в алгебре 4, то п (5) — разделяющая подалгебра в gl(E); 

(iv) если 5’ — разделяющая подалгебра в gl(E), то л-! (6/) — 
разделяющая подалгебра в gl(V). 


Пусть 8=[g, 9] и с — центр алгебры 9. Тогда g=8Xcu 
л (9) = л ($) Жл(6) по следствию предложения 5 гл. I, $ 6, 
n°4. Пусть y@8, = с и Ys, у, — полупростая и нильпотент- 
ная компоненты элемента у. Тогда ys, у. е& (гл. I, $ 6, n°3, 
предложение 3), элемент Y,-+ г полупрост (Alg., chap. VII, § 5, 
n°7, corollaire de la proposition 16) и y, перестановочен с y, + г. 
Следовательно, полупростая и нильпотентная компоненты эле- 
мента у |+ 2 — это у, +2 H Yn. Таким образом, 4 — разделяю- 
aa алгебра. Так как подалгебра л(4) редуктивна в Q{(E), то 
те же самые рассуждения доказывают, что л (4) — разделяю- 
щая алгебра. С другой стороны, нильпотентные элементы ал- 
гебры 4 (соотв. л(4)) являются нильпотентными элементами 
подалгебры 8 (соотв. л (8)). Поэтому нильпотентными элемен- 
тами в n(9) служат образы при отображении л нильпотентных 
элементов из Q (гл. I, $6, n°3, предложение 4). Полупростыми 
элементами в алгебре g (соотв. в л (4)) являются суммы полу- 
простых элементов подалгебры 8 (соотв. л(8)) и элементов 
подалгебры € (соотв. л (с)). Следовательно, полупростые эле- 
менты в д (4) — образы при отображении л полупростых эле- 
ментов алгебры 4 (гл. I, там же). Утверждение (ii) доказано. 

Утверждения (iii) и (iv) непосредственно следуют из (i) и (ii). 


Замечания. 1) Предположение о полупростоте представле- 
ния л эквивалентно утверждению о том, что эндоморфизм л (x) 
полупрост для любого хе=с. Это предположение будет выпол- 
нено, если представление л получается из тождественного 
представления 9 — gl(V) применением некоторой последователь- 
ности следующих операций: тензорного произведения, прямой 
суммы, перехода к дуальному представлению, к подпредставле- 
нию, к факторпредставлению. 

2) Пусть да 91 (У), g Cal(V’) — разделяющие алгебры Ли 
и Ффр— изоморфизм алгебры 4 Ha 4’. Можно показать, что @ 
не обязательно переводит полупростые (соотв. нильпотентные) 
элементы алгебры § в полупростые (соотв. нильпотентные) 
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элементы алгебры 4’ (упражнение 2). Однако это так, если 
алгебра à полупроста (гл. I, $ 6, n° 3, теорема 3). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть a— разделяющая подалгебра Ли 
в 41 (У), abuc— подпространства векторного пространства ql (У), 
причем bat. Обозначим через а’ множество таких элементов 
xea, что [x, ¢(] Cb. Гогда a’ — разделяющая подалгебра Ли. 


Положим g=aql(V). Подалгебра 65’ в gl(a), образованная 
теми элементами ze@ql(q), для которых 2() СВ, является 
разделяющей (пример 1). Пусть n: g— 41 (4) — присоединенное 
представление алгебры 4. Предложение 2 (iv), примененное 
к л, показывает, что л-' (5”) — разделяющая подалгебра. Сле- 
довательно, разделяющей будет и подалгебра а’ =а[л-' (b’) 


СЛЕДСТВИЕ |. Если а — разделяющая подалгебра Ли в a (V) 
u п— подалгебра алгебры Ли a, то нормализатор (соотв. цен- 
трализатор) подалгебры n в a — разделяющая nodaneeöpa. 


Это следует из предложения 3, если положить © = 1, b—n 
(соотв, tu, b = 10}. 


CJIEACTBUE 2. Подалгебры Картана разделяющей подалгебры 
Ли алгебры al(V) являются разделяющими. 


Это вытекает из следствия |. 


Замечание. Далее будет доказано утверждение (n°5, тео- 
рема 2), обратное к следствию 2. 


2. Разделяющая оболочка 


Пересечение некоторого семейства разделяющих подалгебр 
алгебры Ли ql (ИУ) является, очевидно, разделяющей подалгеброй. 
Таким образом, если 4 — подалгебра Ли в gl(V), то множество 
разделяющих подалгебр алгебры Ли al(V), содержащих ал- 
гебру 4 имеет минимальный элемент, который называется 
разделяющей оболочкой подалгебры 4. В данном параграфе эта 
оболочка будет обозначаться через е (4). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть 9 — подалгебра Ли в al (У) un— идеал 
алгебры 9. Гогда п и e(n) — идеалы алгебры е (8) u [е (3), em] = 
= [$, п]. 


Пусть 4, — множество таких элементов x & 41 (У), что [x, п] < 
< [g, 1]. Это множество — разделяющая подалгебра алгебры Ли 
gl(V), содержащая 4; следовательно, оно содержит подалгебру 
e(q) (см. n° 1, предложение 3). Таким образом, [е (a), п] < [g, ul. 
Пусть N, — множество таких элелентов y <= gl(V), что 


[е (8), у] = В, п]. 
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< 


Это множество является разделяющей подалгеброй алгебры Ли 
al (У); оно содержит п, а следовательно, и е (п). Таким образом, 
[е (a), em] = [3, и] и, стало быть, 


[е (8), em] = 4, и]. 


Одновременно мы получили, что [е (9), n] с [е (4), em] Cn. 
Поэтому подалгебры и и e(N) являются идеалами алгебры е (9). 


Следствие 1. (i) 4 = Че (4) для il, и ®=%е (4) для 
i> 2. 

(ii) Если алгебра Ли 3 коммутативна (соотв. нильпотентна, 
соотв. разрешима), то алгебра Ли e(9) тоже коммутативна 
(соотв. нильпотентна, соотв. разрешима). 


Утверждение (1) доказывается на основании предложения 4 
индукцией по i, а утверждение (ii) следует из (i). 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть т — радикал алгебры Ли 9. Если 4 — раз- 
деляющая алгебра Ли, то и алгебра т разделяющая. 


Действительно, по предложению 4 и следствию | е (1) — разре- 
шимый идеал алгебры Ли 9. Поэтому е (1) =v. 


3. Разложения разделяющих алгебр 


Если 4— некоторая подалгебра алгебры Ли gl(V) с ради- 
калом 1, то множество нильпотентных элементов в радикале т 
есть не что иное, как нильпотентный идеал алгебры g — наи- 
больший идеал нильпотентности тождественного представления 
алгебры g (гл. I, $5, n°3, следствие 6 из теоремы 1). В данном 
параграфе мы будем обозначать этот идеал через Ny (4). В нем 
содержится нильпотентный радикал [g, 9] П]т алгебры g (гл. I, 
$5, n°3, теорема 1). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть 4 — разделяющая нильпотентная под- 
алгебра алгебры Ли al (V). Обозначим через t множество полу- 
простых элементов этой подалгебры. Тогда t — центральная 
подалгебра в $ и алгебра $ является произведением алгебр Ли 1 
и My (3). 


Если xt, To эндоморфизм ad, x будет полупростым и ниль- 
потентным, а следовательно, нулевым. Таким образом, эле- 
мент X централен в алгебре 4. Вследствие этого подалгебра t 
будет идеалом в алгебре $ и {Пиу (4) =0. Так как алгебра 4 
разделяющая, то 4={-{ пу (4), что и доказывает предложение. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть 9 — разделяющая подалгебра алгебры 
Ли ЗСУ). Обозначим через T° множество коммутативных 
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подалгебр алгебры Q, состоящих из полупростых элементов, через 
Я '‚—множество максимальных элементов в множестве JT, а через 
JG — множество подалгебр Картана алгебры A. 

(i) Пусть уе KH и p(b) — множество полупростых элементов 
подалгебры b. Тогда ф (5) = 71. 

(ii) Пусть 1+ Ут u ф( — централизатор подалгебры t 8 ал- 
гебре 4. Тогда phe #. 

(iii) Отображения ф U являются взаимно обратными биектив- 
ными отображениями KB на Tu У. на KH 

(iv) Если поле k алгебраически замкнуто, то группа Aut, (4) 
действует на множестве J, транзитивно. 


При bE56 положим t=g(b). Вследствие предложения 5 
и следствия 2 предложения 3 t=7 и hb—t Жи, (5). Обозначим 
через (ul) централизатор произвольной подалгебры и в ал- 
гебре 4. Тогда Воф() и (= 9 (), поскольку элементы 
подалгебры ny (5) нильпотентны. Следовательно, § =1 (1). Если 
te utc’, то Г ф( =Ь, откуда Г =! и {= Я. 

Пусть t= 7, и ‹=14(0. Обозначим через  подалгебру 
Картана алгебры с. По предложению 10 из $ 2, n°3, be KB 
и tch Пусть Н=ф() ЕЯ. Тогда tt, следовательно, 
t=t, и по предыдущему )=\ (+) = (1 =с. Таким образом, 
ф (9 = иф(ф (1) = +. 

Утверждения (i), (iii) и (ii) доказаны. Предположим, что 
поле k алгебраически замкнуто. Так как группа Aut, (4) транзи- 
тивно действует на множестве # (§ 3, n°2, теорема 1), то 
группа Ац+{, (4) транзитивно действует на множестве J. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Подалгеебры Картана алгебры 4 — это центра- 
лизаторы полупростых регулярных элементов алгебры ц. 


Если элемент x € 4 регулярен, то q° (x) — подалгебра Картана 
алгебры 4 ($ 2, n°3, теорема | (1)); если при этом элемент X 
полупрост, то подалгебра g°(x) совпадает с централизатором 
элемента X в алгебре 4. Обратно, пусть В — подалгебра Картана 
алгебры 4. Тогда существует такая подалгебра t@Z\, что 
b=w(t). По предложению 7 из § 1, n°2, существует элемент 
xet, для которого = 49 (х). Так как x Et, то 40 (х) = Q(x) и, 
следовательно, элемент x регулярен ($ 3, n°3, теорема 2 (ii)). 


СЛЕДСТВИЕ 2. Предположим дополнительно, что алгебра Ли 9 
разрешима. Тогда 

(i) подгруппа группы Aut (a), образованная элементами вида 
etdx, где x= ®”4 (см. § 3, n°4), транзитивно действует на мно- 
жестве, T 1: 

(ii) если te T1, то алгебра 9 является полупрямым произ- 
ведением подалгебр t и ny (3). 
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Утверждение (1) есть следствие утверждения о том, что 
группа, состоящая из элементов вида еа9*, хе= ®°”4, транзи- 
тивно действует на множестве  ($ 3, n°4, теорема 3). | 

Докажем утверждение (ii). Пусть t= 9, и пусть b = (1) — 
соответствующая подалгебра Картана алгебры 9. Вследствие 
предложения 5 В=Е- и, (р) < {-Р пу (4). С другой стороны, 

—=Ь- [4,1] ($2, n°1, следствие 3 предложения 4). Так как 
[9 9] < ny (a), то 3==Е- ny (8). При этом ясно, что tf) My (8) = {0} 
и, следовательно, алгебра 4 является полупрямым произведе- 
нием подалгебры t и идеала Ny (4). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть 4 — разделяющая подалгебра алгебры 
Ли “Г (У). 

(i) Существует такая подалгебра MCA, редуктивная в ал- 
гебре (И), что алгебра 9 является полупрямым произведением 
подалгебры Ли M и идеала Ny (9). 

(ii) Любые две подалгебры алгебры Ли 9, обладающие свой- 
ством, указанным в (i), сопряжены относительно группы Aut, (4). 


Радикал т алгебры 4 — разделяющая подалгебра (n°2, след- 
ствие 2 предложения 4). По следствию 2 предложения 6 суще- 
ствует коммутативная подалгебра t алгебры т, состоящая из 
полупростых элементов, для которой + = {Фу (т). Так как все 
элементы множества а4,{ полупросты, то алгебра 4 будет 
прямой суммой подалгебры [+ 9] и централизатора $ подал- 
гебры (гл. I, § 3, n°5, предложение 6). Так как [t, 4] Cv, то 
<9=8-т. Таким образом, если 8 — подалгебра Леви алгебры 3 
(гл. I, $ 6, n°8), то ц=8-Ет и, следовательно, 8 будет одно- 
временно подалгеброй Леви алгебры 4. Положим Ш =8Ф. 
Так как [8, {= {0}, то ввиду теоремы 4 из n°5 $ 6 гл. I 
Ш — подалгебра алгебры Ли 4, редуктивная в алгебре 4 (У). 
Таким образом, 


4—8 Фт=8ФЕФиу (2 =зФЕФи, (3) =мФиу (9), 


поскольку My (4) = пу (1). Утверждение (i) доказано. 

Пусть теперь ш’— некоторая подалгебра алгебры Ли 9, 
дополнительная к идеалу N, (4) и редуктивная в 41 (У). Покажем, 
что подалгебра М’ сопряжена с M относительно группы Aut, (49). 
По предположению m’ == 8' ФЕ, где 8’ —[m”, m’] — полупростая 
подалгебра, а центр { алгебры M’ состоит из полупростых 
элементов. Тогда + = ту (4) =Г@Фпиу (a). Ввиду следствия 2 
предложения 6 можно предположить, что +=. Тогда 8’ < $, 
и так как dims’ = 118, то 8’— подалгебра Леви алгебры $. 
По теореме 5 из n°6 $6 гл. I существует такой элемент 
x & ny (3), что еа9х ($) — 8’, При этом, так как X перестановочен 
CE to 6 *1 =}, 
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4. Линейные алгебры Ли нильпотентных эндоморфизмов 


Лемма 1. Пусть n — подалгебра алгебры Ли al (V), состоящая 
из нильпотентных эндоморфизмов, и N — подгруппа expN в группе 
GL (И) ($ 3, n°1, лемма |). 

(i) Пусть о — конечномерное линейное представление алгебры п 
в пространстве №, такое, что элементы множества PN) HUND 
потентны, W’ — устойчивое относительно представления © под- 
пространство векторного пространства И, р: и о. — подпред- 
ставление и факторпредставление представления о, определяемые 
подпространством №’. Пусть л, sn, и л›— представления группы М, 
согласованные с о, р UP ($ 3, n°1). Тогда ли и 5 — подпред- 
ставление и факторпредставление представления п, определяемые 
подпространством №’. | 

(ii) Пусть ©: u р, — такие линейные конечномерные предста- 
вления алгебры N, что элементы множеств р, (п) и Pt) ниль- 
потентны, и пусть п! и TN, — представления группы N, согла- 
сованные с представлениями р! и Py. Гогда представление п! © по 
группы N согласовано с представлением p1 ® Po. 

(iii) Пусть O1 и Pa — такие линейные конечномерные предста- 
вления алгебры п в пространствах Vi u Vo, что элементы 
множеств р, (п) и Où) нильпотентны, и о — представление ал- 
гебры п в пространстве Hom(V,, V2), полученное из предста- 
влений Pı и 02. Пусть п и n,— представления группы М, 
согласованные с представлениями р! и Po, и л — представление 
группы N в пространстве Нот (Ут, V,), полученное из предста- 
влений T1 и по. Гогда n — представление группы N, согласованное 
с представлением о. 


Утверждение (i) очевидно. Пусть оу, Po, ли, л›— представления 
из пункта (ii). Если x En, то, поскольку эндоморфизмы р, (x) @ 1 
и | ©р>(х) перестановочны, имеют место равенства 


exp (9; (x) @ 1 + 1 @ p: (x)) = exp (0; (x) @ 1). exp (1 @ р» (x)) = 
— (expo, (x))@1.1@ (expo. (x)) = 
= (exp pı (х)) @ (exp Py (х)) = 
= л, (exp x) © л. (exp x) = 
== (л, © 2) (exp x), 


из которых следует утверждение (ii). Пусть теперь ру, Ps, 0, ли, 
To, п, Vi, Vo такие же, как в формулировке утверждения (iii). 
Для элементов v, Е End V, и 9› = End V, мы будем обозначать 
через Ro, Lo, отображения Ur> UV, Ut > Voll пространства 
Hom (V1, V2) в себя. Эти два отображения перестановочны, и 
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е (x) и = (Lo, (x) — Row) и, так что 


ехрр (x).u — хр Lox, .ехр R_-o(x) # = 
= Lexpo,(x) + Rexp(=o,(x)) « @ == 
= Ly, (exp x) « Кл, (exp (-x)) * И = 
== 7 (exp X).u. 


Таким образом, утверждение (iii) доказано. 


Лемма 2'). (i) Пусть № — подпространство размерности d 
векторного пространства У, D — прямая Л“ Тс ЛУ, 0 — кано- 
ническое представление алгебры (У) в пространстве AV 
(гл. Ш, дополнение). Пусть хе 9 (У). Тогда x(W) CW в том 
и только том случае, когда B(x) DE D. 

(ii) Пусть (е,..., e,) — канонический базис пространства k", 
9 — каноническое представление алгебры gl(n, К) в пространстве 
А (=) u xeagl(n, k). Тогда xen(n, Е) в том и только том 
случае, когда 


0 (x) (е.-а Л... A en) =0 
для 1 < а=< и. 


Если х(Й) <, то ясно, что 0(x) DCD. Обратно, пред- 
положим, что 0 (x) DE D. Если и — ненулевой элемент прямой D 
и y=W, то уЛи=0. Так как отображение O(x) является 
дифференцированием алгебры AV, то 


0 (хули ул 9 (%) и=0. 


Но 0(х)ие Ки, поэтому y A 0(х) и=0 и, следовательно, 
O(x)y \u=0. Ввиду предложения 13 из Alg., chap. III, $ 7, 
n°9, O(x)yeEVW, т. e. x(y) Е. Таким образом, мы доказали, 
что x(W) CW. 

(ii) Условие, указанное в утверждении (11), очевидно, является 
необходимым для того, чтобы x en(n, А). Предположим, что 
оно выполняется. Тогда по утверждению (1) элемент х переводит 
в себя подпространства 


Ren-4+1 + es + ke, 


для всех d=|,..., n, и, следовательно, его матрица будет 
нижней треугольной. Положим 


x= (Kis) <: I<n' 


: 1) В этой лемме поле k может быть произвольным, 
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Тогда 0 =х(е„) = Xynen и, следовательно, х„„ =0. Пусть [< п, 
и предположим, что уже доказаны равенства X; =0 для j >i. 
Тогда 


0—8 (х) (e; Леа Л... A Cn) = хи (Gi A Cig: A ... Ле»). 
Следовательно, х;; =0. Таким образом, хеЕЙ(и, k). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Шусть и — подалгебра алгебры Ли gl(V), 
состоящая из HUAbNOTEHTHEIX элементов, а | — нормализатор 
подалгебры п в алгебре (У). Тогда существуют векторное npo- 
странство Е конечной размерности, представление р алгебры 
gl(V) в просгранстве Е и подпространство Е векторного про- 
странства Е, удовлетворяющие следующим условиям: 

(i) образ при отображении © гомотетии пространства У — 
диагонализуемый эндоморфизм, 

(ii) подпространство Е устойчиво относительно P (N), 

(iii) подалгебра и совпадает с множеством тех элементов 
xeqgl(V), для которых p (x) Е =0. 


Пусть n — dim У. По теореме Энгеля можно таким образом 
отождествить пространство У с пространством А”, что пси (и, k). 
Обозначим через Р алгебру полиномиальных функций на 
gl(n, k). Пусть P;, где 1=0, 1,..., — множество однородных 
элементов в Р степени i. Пусть N ==ехри — подгруппа нижней 
строго треугольной группы Т. Обозначим через J множество 
тех элементов алгебры P, которые обращаются в нуль на N; 
они составляют идеал в алгебре Р. Обозначим через N, MHO- 
жество элементов хе Ql(n, К), для которых p(x)=0 при 
любом p& J. Тогда М CN,. Обратно, пусть x = М,. Обозначим 
через р;, полиномиальные функции на пространстве gl(n, k), 


определяемые матричными элементами. Идеал J содержит 
функции p;; (при i<j) и pi — 1, поэтому x ET. Кроме того, 
если и— линейная форма Ha Ql(r, К), обращающаяся в нуль 
на п, то существует функция р, ЕР, такая, что p, (2) = и (log 2) 
для всех 2еЕТ ($ 3, n° 1, лемма 1 (1)). Тогда ри ЕЛ и и (log х)=0. 
Из этого мы получаем, что log x принадлежит подалгебре п и 
х= М. Ho это и доказывает, что М = N,. 

Обозначим для произвольных элементов р & P, ge GL, (Е) 
через A(g)p функцию x+>p(g-'x) на пространстве gl(n, К). 
Тогда A (g)p & P, À (5) — автоморфизм алгебры Р, а À — пред- 
ставление группы GL,(k) в P, сохраняющее каждое подпро- 
странство Р;. Покажем, что 


№ = {хе ОЕ, (#) [А (=. (1) 
Если xeN, pel, yenN, то (А (х)р)(у) =р(х-'у) =0, по- 


скольку xy=N. Поэтому A(x)peJ/ и, следовательно, 
А (х)/=7. Пусть элемент хе СЁ, (А) таков, что А (х) 7 = J, и 


ee ee VE DIL UN 
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pe]. Тогда p(x-!) == (^ (x) р) (е) =0, поэтому х-! Е М, =М и, 
таким образом, KEN. Это доказывает формулу (1). 

Идеал J — идеал конечного типа (Комм. алг., гл. III, $ 2, 
n° 10, следствие 2 из теоремы 2). Поэтому существует такое 
целое число 4, что если W=P,+Pı+t ...-+ Ра, то множество 
ТПУ порождает идеал J. Обозначим через A, (соотв. через A’) 


подпредставление представления А в подпространстве Е (соотв. 
в №). Из формулы (1) следует, что 


N = {x == GL, (Е) [^^ (x) JNW)=JNW}. (2) 

Покажем, что для любого | существует такое представление о’ 
алгебры Ли gl(n, k) в пространстве P;, для которого 

o,|n(n, Е) согласовано ($ 3, n° 1) с ^, | Т, (3) 

о, (х) — гомотетия при всех xek.l,. (4) 


Так как представление À; является /-й симметрической степенью 
представления Ay, то достаточно доказать существование пред- 
ставления O1 (см. лемму 1). Но представление À; контрагре- 
диентно представлению \ группы GL, (А) в пространстве 41 (и, К), 
заданному формулой 


у (х) у=ху, хе, (Е), yeal(a, R). 


Пусть представление с алгебры Ли 9 (и, Е) в пространстве 
gl(n, Е) определяется равенством 


c(x)y=xy, x, yeaql(n, R). 


Непосредственно из определения следует, что представления 


c|n(n, k) и YIT согласованы и эндоморфизм с (x) — гомотетия 


при всех x &k.1,. В качестве о, достаточно рассмотреть пред- 
ставление, дуальное к с (гл. I, § 3, n° 3). 

Пусть теперь представление 6” алгебры gl(n, Е) в про- 
странстве W — прямая сумма представлений о; для ON JQ. 
Из равенства (2) и соотношений 

A (exp (x)) = exp(o" (х)) и о’ (log (y)) = log (A (y)), 
xen(n, К), yew, 
мы получаем, что 
n={xen(n, К) | о" (х) (ПУ) = ТП}. (5) 

Положим d=dim (7П У), и пусть t= ДА“ о’, D = Л" (ПТ). 

Ввиду формулы (5) и леммы 2 (1) 


Us {x en(n, №) |т (x) (D) < 2}, (6) 
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Так как подалгебра т(и (и, k)) состоит из нильпотентных эндо- 
морфизмов, TO равенство (6) можно записать следующим 
образом: 


n= {x En(n, А) |т (х) (2) = 0}. (7) 


Рассмотрим теперь пространство Е = А“УФА'УФА?УФ... 
... @A"V и представление р, равное прямой сумме предста- 
вления т и канонических представлений алгебры gl(n, k) в про. 
странствах A'V,..., AV. Обозначим через Ey CE подпро- 
странство, равное сумме подпространства ДР = А“ (7ПИ) и 
прямых, порожденных векторами @,-;41 Л... Ле, при |= 
=1,..., И. Ввиду формулы (7) и леммы 2 (ii) будет выполняться 


равенство 
= {x = gl (V) [о (x) (Eo) = 0}. (8) 


Очевидно, что если x EG R.1,, то эндоморфизм p (x) приводим 
к диагональному виду. Наконец, множество F элементов про- 
странства E, аннулируемых отображениями P(N), устойчиво 
относительно P(9) (гл. I, $ 3, n°5, предложение 5), и ввиду 
формулы (8) мы получаем 


n= {x = (У) [о (x) (F) = 0}. (9) 


5. Характеризации разделяющих алгебр Ли 


Каждая разделяющая алгебра Ли порождается как вектор- 
ное пространство (а следовательно, и как алгебра Ли) подмно- 
жеством тех своих элементов, которые являются или полу- 
простыми, или нильпотентными. Обратно: 


ТЕОРЕМА 1. Пусть 4— подалгебра алгебры Ли al(V), nopo- 
жденная Kak k-anee6pa Ли подмножеством X. Если каждый 
элемент множества Х является полупростым или нильпотентным, 
то 4 — разделяющая подалгебра. 


а) Алгебра 4 коммутативна. 

Полупростые (соотв. нильпотентные) элементы алгебры 9 
образуют векторное подпространство A, (соотв. 9„). По пред- 
положению 4(=9.,Ф9„, и, таким образом, 4 — разделяющая 
алгебра. 

6) Алгебра 9 редуктивна. 

Тогда 4 =4’Х с, где подалгебра 4 


7 полупроста, а с комму- 


тативна. По предложению 2 алгебра 4’ разделяющая. Пусть 
x=a+beq, где aeg и bec. Пусть a, ay, 6., В, — полу- 
простые и нильпотентные компоненты элементов а и 6. Эле- 
менты Qs, An, Ds, В, попарно перестановочны, поэтому полу- 
простой и нильпотентной компонентами элемента a + b будут 
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as +b аа 6,. Однако a, аа = 9’. Если элемент x полупрост, 
то x=a,+0, Так как а; =9’, то В. +4, откуда В. =с, по- 
скольку 6, перестановочен с любым элементом из 9. Таким 
образом, а=а., b =6.. Аналогичные рассуждения показывают, 
что если элемент X нильпотентен, то а=а, и b—b,. Вслед- 
ствие этого проекции на © элементов множества À являются 
или Полупростыми, или нильпотентными. Согласно а), это 
означает, что подалгебра с разделяющая. Используя ранее 
введенные обозначения, но не делая никаких предположений 
об элементе X, мы получаем теперь, что b,, b„=t. Поэтому 
a,t+6;, An + EG, что и доказывает утверждение теоремы 
в этом случае. 

в) Общий случай. 

Предположим, что теорема доказана для алгебр Ли размер- 
ности < dim, и докажем ее для 4. 

Пусть и — наибольший идеал нильпотентности тождествен- 
ного представления алгебры Ли 4. Если n=O, то существует 
инъективное полупростое представление алгебры 4, которая по 
этой причине является редуктивной. Предположим, что п=20. 
Обозначим через р нормализатор идеала N в алгебре gl(V). 
Применим к нашей ситуации предложение 8; тогда существуют 
Е, ©, Е с указанными там свойствами. Поскольку CP, то 
подпространство F устойчиво относительно 0 (4). Обозначим 
через р, представление ин->р(и)|Ё алгебры 4 в пространстве F: 
тогда n=Kerp,. Образ каждого полупростого (соотв. нильпо- 
тентного) элемента алгебры q{(V) при отображении р будет 
полупростым (соотв. нильпотентным) (предложение 2). Вслед- 
ствие этого алгебра р, (4) порождается своими полупростыми 
и нильпотентными элементами. По предположению индукции 
O (4) — разделяющая подалгебра. 

Пусть x — элемент из ди Xs, х„ —его полупростая и ниль- 
потентная компоненты. По предложению 2 P(X,), 0 (х„) — полу- 
простая и нильпотентная компоненты элемента о (x). Поскольку 
бо (4) — разделяющая алгебра, существуют такие элементы у, 
z€q, что 


ро (у) = © (Xs) [Р, 00 (2) ==р (Xn) | F. 
Тогда x = y +n, x, =2+n, поэтому X, x,e 9. Ч.Т. Д. 


СЛлЕДствиЕ 1. Каждая подалгебра алгебры M(V), порожденная 
разделяющими подалгебрами, является разделяющей. 


Это очевидно. 


СлЕДдствиЕ 2, Пусть Q — nodaneeöpa алгебры Ли al(V). Тогда 
[4, a] — разделяющая алгебра. 


62 ГЛ. УП. ПОДАЛГЕБРЫ КАРТАНА. РЕГУЛЯРНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ 5 


Обозначим через + радикал алгебры 4, а через 8 — неко- 
торую подалгебру Леви алгебры g (гл. I, $ 6, n°8). Тогда 


(a, a) = [8, 8] + [8, t] + [t, t] =8 + [g, 1]. 
Алгебра {q, t] разделяющая, поскольку все ее элементы являются 
нильпотентными (гл. I, $ 5, n°3). С другой стороны, 8 — раз- 
деляющая алгебра (предложение 2). Таким образом, подалгебра 
[4, 9] разделяющая (следствие |). 


СлЕДСТВИЕ 3. Пусть g— подалгебра алгебры Ли (ТУ) u 
X — подмножество в алгебре 4, порождающее 4 (как Е-алгебриу Ли). 

(i) Разделяющая оболочка е (8) алгебру 1 порождается полу- 
простыми и нилепотентными компонентами элементов множе- 
ства X. 

(ii) Если k’ — расширение поля k, то е(4®, К’) =e (a) © Г’. 
Для того чтобы алгебра 4 была разделяющей, необходимо и 
достаточно, чтобы разделяющей была алгебра 3%, k’. 


Пусть 4 — подалгебра алгебры Ли gl(V), порожденная полу- 
простыми и нильпотентными компонентами элементов множе- 
ства X. Тогда gcqgce(qg). По теореме | g — разделяющая 
алгебра, поэтому 4==е(4), что доказывает утверждение (i). 
Утверждение (ii) следует из (i), потому что множество X по- 
рождает k’-anreöpy q @x k’. 


Следствие 4. Пусть 4 — разделяющая подалгебра алгебры Ли 
gl(V). Обозначим через T множество коммутативных подалгебр 
алгебры 9, состоящих из нильпотентных элементов (ср. предло- 
жение 6). Тогда все максимальные элементы множества T 
имеют одинаковую размерность. 


Пусть А’ — алгебраически замкнутое расширение поля k, 
и пусть У’=У®,^/’, W =G@,k’. Рассмотрим максимальные 
элементы t,, Ь множества 7. Пусть & = @,k’, В, — центра- 
лизатор подалгебры t, в алгебре ци 1, =В, ®,k". Тогда В, — 
это подалгебра Картана алгебры 4 (предложение 6), поэтому 
hi — подалгебра Картана алгебры 9’. Так как №; =t; Жиу (bi), 
то bit X ny, (5,); следовательно, подалгебра ft! является MHO- 
жеством полупростых элементов алгебры В,. Поскольку алгебра 4’ 
разделяющая (следствие 3), подалгебры t, И t сопряжены OTHO- 
Here группы Aut,(g’) (предложение 6), и потому dimt, = 
= dim t. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть g— nodaneeöpa алгебры Ли g(V). Гогда 
следующие условия эквивалентны: 

(i) 9 — разделяющая алгебра; 

(ii) любая подалгебра Картана алгебры $ является разде- 
ляющей; 
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(iii) алгебра 9 обладает разделяющей подалгеброй Картана; 
(iv) радикал алгебры 9 — разделяющая nodaneeöpa. 


(1) = (1). Это вытекает из следствия 2 предложения 3. 

(ii) = (i). Это вытекает из следствия | теоремы 1, так как 
алгебра 4 порождается своими подалгебрами Картана ($ 2, 
n°3, следствие 3 теоремы 1). 

(ii) = (iii). Очевидно. | 

(111) = (ii). Ввиду следствия 3 теоремы | можно считать 
поле А алгебраически замкнутым. Тогда подалгебры Картана 
алгебры 4 сопряжены относительно группы элементарных авто- 
морфизмов этой алгебры ($ 3, n°2, теорема 1). Используя за- 
мечание | из n°1 $ 3, мы получим отсюда, что если одча под- 
алгебра Картана разделяющая, то все они разделяющие. 

(1) = (iv). Это доказано в следствии 2 предложения 4. 

(iv) = (0. Предположим, что радикал т алгебры 3 — разде- 
ляющая подалгебра. Пусть $ — подалгебра Леви алгебры 4. Она 
является разделяющей (предложение 2), поэтому 9=8 + 7 — 
разделяющая алгебра (следствие | теоремы 1). 


ДОПОЛНЕНИЕ 1 


Полиномиальные отображения и топология Зарисского 


В этом дополнении поле k предполагается бесконечным. 


1. Топология Зарисского 


Пусть У — конечномерное векторное пространство. Обозна- 
чим через Ay алгебру полиномиальных функций на простран- 
стве V со значениями BR (Alg., chap. IV, $ 5, n°10, defini- 
tion 4). Это градуированная алгебра, ее компонента степени 1 
совпадает с пространством У“, дуальным к У. Вложение про- 
странства И” в алгебру Ay продолжается до изоморфизма cum- 
метрической алгебры З(У“) на Ay (Alg., chap. IV, $ 5, n°11, 
Remarque 2). 

Если (е,..., @,) — некоторый базис пространства У и 
ны X,) — набор независимых переменных, то отображение 
алгебры k[X,,..., Х„| в алгебру Ay, которое ставит в соот- 
ветствие элементу } из k[X:, ..., X,] функцию 


п 
2 Nie; er i (A, ...) Mn); 


является изоморфизмом алгебр (Alg., chap. IV, $ 5, n° 10, co- 
rollaire de la proposition 19). 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть Н — множество гомоморфизмов 
алгебры Ay в поле Е. Для произвольного элемента хЕЕУ обо- 
значим через h, гомоморфизм |+=>]|(х) алгебры Ay в поле k. 
Тогда x+>h, — биективное отображение пространства V на мно- 
жество Н. 


Действительно, обозначим через Н” множество гомомор- 
физмов алгебры k[X,,..., X,] в поле К. Очевидно, что ото- 
бражение xr—> (x (Xi), ..., X (Xn)) является биективным отобра- 
жением множества Н’ на k”, 


Следствие. Пусть M, = Ker (й,), где x =V. Тогда x+>m, — 
биективное отображение множества V на множество тех идеа- 
лов M алгебры Ау, для которых Ау[м = К. 


Подмножество F множества V мы будем называть замкну- 
тым, если существует такое семейство (j;). элементов 


iel 
алгебры Ау, что 
xeFs>xeV и [,(х) =0 для всех iel. 


Очевидно, что множества ©) и V замкнуты и что любое 
пересечение замкнутых множеств замкнуто. Если множество F 
определено условием, что на нем обращаются в нуль функ- 
ции |, а F’— условием, что на нем обращаются в нуль 
функции Г, то множество FUF’ будет множеством, на ко- 
тором обращаются в нуль функции lag и, следовательно, 
замкнуто. Таким образом, существует топология на простран- 
стве ИУ, в которой замкнутыми являются как раз множества, 
замкнутые в указанном выше смысле. Эта топология назы- 
вается топологией Зарисского на пространстве V. Для произ- 
вольного элемента [= Ay обозначим через У; подмножество 
тех элементов x@V, для которых f(x) ==0. Множество И; 
открыто в У. Ясно, что множества И; образуют базис топо- 
логии Зарисского. (Если К — топологическое поле, то канони- 
ческая топология на пространстве У оказывается более тонкой, 
чем топология Зарисского.) 

Отображение х--> щ,, определенное в следствии предло- 
жения |, можно рассматривать как отображение = простран- 
ства ИУ в простой спектр Spec(Ay) алгебры Ay (Комм. ane. 
гл. II, $ 4, n°3, определение 4). При этом топология Зарисского 
на пространстве У является обратным образом при отобра- 
жении = топологии на пространстве Spec (Ау). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Векторное пространство У, снабженное To- 
пологией Зарисского, является неприводимым нётеровым про- 
странством. В ‚частности, каждое его открытое непустое под“ 
множество всюду плотно в нем. 
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Вследствие того что кольцо Ay HETEPOBO, пространство 
Зрес (Ау) нётерово (Комм. алг., гл. II, $ 4, n°3, следствие 7 
предложения 11), и каждое подпространство нётерова про- 
странства нётерово (там же, n°2, предложение 8). Пересечение 
идеалов Ш, в обозначениях следствия предложения | есть {0}, 
и множество {0} — простой идеал кольца Ау; следовательно, 
пространство У неприводимо (там же, n°3, предложение 14). 


2. Доминирующие полиномиальные отображения 


Пусть У, W — конечномерные векторные пространства и 
f — полиномиальное отображение пространства У BW (Alg., 
chap. IV, $ 5, n°10, définition 4). Если de Ay, то фо [= Ау 
(там же, proposition 17). Отображение ф->\фо]} называют го- 
моморфизмом алгебры Aw в Ay, ассоциированным с отобра- 
жением /. Его ядро состоит из тех функций фе Ay, которые 
равны 0 на 7 (У) (и, таким образом, на замыкании подмноже- 
ства {(У) в топологии Зарисского). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Полиномиальное отображение |: V>W na- 
зывается доминирующим, если ассоциированный с ним гомо- 
морфизм алгебры Ay в Ау инзективен. 


Таким образом, отображение | является доминирующим 
тогда и только тогда, когда множество [(У) всюду плотно 
в W в топологии Зарисского. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Предположим, что поле Е алгебраически 
замкнуто. Пусть |: У —> И — доминирующее полиномиальное ото- 
бражение. Тогда образ при | любого открытого всюду плотного 
подмножества пространства У содержит открытое всюду плотное 
подмножество пространства W. 


Достаточно доказать, что для любого ненулевого элемента ф 
алгебры Ay множество | (Vo) содержит открытое всюду плотное 


подмножество пространства М. Отождествим алгебру Ay 
с подалгеброй алгебры Ay при помощи гомоморфизма, ассо- 
циированного с отображением [. При этом существует такой 
ненулевой элемент VE Ay, что любой гомоморфизм W: Ay — К, 
не аннулирующий tp, продолжается до гомоморфизма v: Ay К, 
He аннулирующего ф (Комм. ane., гл. У, $ 3, n°l, следствие 3 
теоремы 1). Если отождествить гомоморфизм ш (соотв. 9) 
с элементом множества №, (соотв. Ух), то утверждение 


о том, что о продолжает W, означает, что |(v)=w. Поэтому 
= fo AT. 


Пусть f: V—>W — полиномиальное отображение и x E V. 
Тогда отображение ht f(x9 + h) пространства V BW тоже 


3 Бурбаки 
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полиномиально. Представим его в виде конечной суммы одно- 
родных полиномиальных отображений: 


Г (хо + A) = Г(ж) + Di (в) + Do(h)+ ..., 


где О; V>W — однородное отображение степени i (Alg., 
chap. IV, $5, n°10, proposition 19). Линейное отображение D, 
называется линейным отображением, касательным к | в точке Xp. 
Оно обозначается через О] (x). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть |: У > И — полиномиальное отобра- 
жение. Предположим, что существует такая точка KV, что 
отображение (Df) (x) сюрзективно. Тогда | — доминирующее ото- 
бражение. 


Произведя некоторые сдвиги в пространствах V и W, мы 
можем считать, что ху =0  j (xo) =0. При этом разложение f 
в сумму однородных отображений имеет вид 


i=h+tk+ ..., где degf;=i 


и линейное отображение /; по предположению сюръективно. 
Предположим, что | не является доминирующим. Тогда суще- 
ствует такой ненулевой элемент ф алгебры Ay, что фо} ==0. 


Пусть ф = фи + Ÿm+1 + ... — разложение элемента Ÿ в сумму 
однородных элементов и deg th; =i, фи 0. Тогда 
О — фо] = фио р + moi + ... = фи f1 +0, 


где р — сумма однородных полиномиальных отображений сте- 
пеней > m. Вследствие этого фио]! =0. Так как | сюръек- 
тивно, то {и = 0, что приводит к противоречию. 


СЛЕДСТВИЕ. Если поле К алгебраически замкнуто и отображе- 
ние | удовлетворяет условиям предложения 4, то образ при ото- 
бражении | любого открытого всюду плотного подмножества 
пространства У содержит открытое всюду плотное подмножество 
пространства И. 


Это следует из предложений 3 и 4. 


ДОПОЛНЕНИЕ П 


Одно свойство связности 


Лемма 1. Пусть Х — связное топологическое пространство и 
О — открытое всюду плотное подмножество в Х. Если для любой 
точки x = X существует такая ее окрестность V, что У (| Q связно, 
то подмножество À связно. 


| 
| 
| 


ИИ VOTE ee Ee 
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Действительно, пусть 9 — непустое открытое и замкнутое 
подмножество в ®. Пусть x = X u V — такая окрестность точки X, 


что УПО связно. Если хе, то 
(УП) П % =1П% FD, 


поэтому V (}Q <Q). Так как ® всюду плотно в пространстве X, 
то Q) — окрестность точки X. 

Таким образом, множество A открыто и En непусто, 
и так как X связно, то ©, = X. Поскольку множество ©, замкнуто 


в О, имеет место равенство © = 9 [|] 2, что и доказывает 
связность множества ®. 


Лемма 2. Пусть П — открытый шар в пространстве С” u 
I: (>С — не равная тождественно нулю голоморфная функция. 
Пусть À — некоторое подмножество 8 U, такое, что |=0 на А. 
Тогда множество Ц — А всюду плотно в U и связно. 


Множество U—A всюду плотно в И согласно Мн. Ce. 
рез., 3.2.5. Предположим сначала, что п=1. Если a E À, то 
степенной ряд функции | в точке а ненулевой, поэтому суще- 
ствует такая окрестность V, точки а в U, что функция | не 
обращается в 0 на У, — {a}. Таким образом, точка а изолиро- 
ванна в А, и это доказывает, что А — дискретное подмножество 
в U; поэтому множество А счетно, так как U счетно в беско- 
нечности. 

Пусть x, уЕЦ— А. Объединение вещественных аффинных 
прямых, соединяющих точку X (соотв. y) с точками множества A, 
является тощим множеством (Общ. Ton., гл. IX, $ 5, n°2). Вслед- 
ствие этого существует такая точка z@U—A, для которой 
отрезки [x, z] и [y, 2| не пересекают множества А. Поэтому 
точки х, у, 2 принадлежат одной связной компоненте множе- 
ства U—A, что и доказывает лемму в случае п = |. Рассмот- 
рим общий случай. Можно предположить, что А — множество 
нулей функции f (Общ. топ., гл. I, $ 11, n°1, предложение |). 
Пусть x, уе И — Аи L — аффинная прямая, содержащая точки X 
и у. Ограничение функции [ на подмножество [ПИ не равно 
тождественно нулю, так как хе LU. По доказанному выше 
точки X и у лежат в одной связной компоненте множества 
(LNU)—(LN A), а следовательно, и в одной связной компо- 
ненте множества U — А. 


Лемма 3. Пусть X — связное комплексное аналитическое 
многообразие конечной размерности и À — подмножество 8 À, 
удовлетворяющее следующему условию; 


3* 
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Для любой точки x = X существует росток аналитической 
функции |,, не обращающийся в нуль в точке X и такой, 
что росток множества А в точке х содержится в ростке 
множества нулей функции |; в точке X. 


Toeda множество X — А связно и всюду плотно в X. 


Утверждение о TOM, что À — А всюду плотно, следует из 
Мн. Св. рез., 3.2.5. При доказательстве остального можно 
предположить, что множество А замкнуто (Общ. Ton., гл. I, 
$ 11, n°l, предложение 1). Для любой точки x € X существуют 
такая ее окрестность У и такой изоморфизм с окрестности У 
на открытый шар в пространстве С”, что подмножество с (АПУ) 
содержится в множестве нулей некоторой не равной тожде- 
ственно нулю на с (У) голоморфной функции. Тогда по лемме 2 
множество У f\ (X — À) связно. Вследствие леммы | мы получаем, 
что множество Х — А тоже связно. 


SL RS OO 


УПРАЖНЕНИЯ 


Рассматриваемые алгебры Ли и модили над этими алгебрами предпо- 
лагаются конечномерными над полем К; начиная с $ 3, мы предполагаем, 
что поле К имеет характеристику 0. 


§ 1 


1) Предположим, что k — поле характеристики р > 0. Пусть У — вектор- 
ное пространство, а $ — конечное множество. Для того чтобы отображение 
г: S—> End (И) удовлетворяло условию (ПК), необходимо и достаточно, 
чтобы для некоторой степени 4 числа р при любых $ s’ = S имело место 
равенство [s?, s’7] =0. (Использовать формулу (1) из упражнения 19 $ 1 гл. I.) 


2) Предположим, что поле k совершенно. Пусть У — конечномерное век- 
торное пространство, и, v= End (У) и us, Un, Vs, Un — полупростые и ниль- 
потентные компоненты эндоморфизмов и и 9. Тогда следующие условия экви- 
валентны: (i) существует такое целое число т, что (а4 и)" о = 0; (ii) эндо- 
морфизмы Us и 9 перестановочны. (При доказательстве (i) = (И) можно 
предполагать поле А алгебраически замкнутым и использовать лемму 1 (ii).) 


3) Сохраним предположения из n° 2. Предположим, кроме того, что поле № 
бесконечно и условие (ПК) выполняется. Пусть А’ — совершенное расширение 


поля À и A: S—> k — такое отображение, что VA ($) =2 0. Положим 
у’ =V бью’ S'S xe’. 


Обозначим через г’: 5” > Епа (У’) линейное отображение, полученное из 
отображения г расширением поля скаляров. Тогда существует единственное 


отображение A: S’—k’, для которого У* ($) @ek’ =V'} (S’). (Достаточно 


рассмотреть случай, когда V = y (S). Пусть P — такая полиномиальная функ- 
ция на $ и g — такая степень характеристической экспоненты поля №, деля- 
щая dimV, что 44 =Р. Обозначим через P’ полиномиальную функцию на 
пространстве 5’, продолжающую Р. Тогда для каждого элемента 5’ © S’ 
существует такой элемент A’ (57) < А’, что А’ (s’)4 =P’ (s’). Показать, что 


(X — A’ (5')) Чт У — характеристический многочлен эндоморфизма r’ (s’).) 


4) Предположим, что поле # имеет характеристику нуль. Пусть g = 81 (3, R) 
и d — подалгебра в A, порожденная некоторой диагональной матрицей с соб- 
ственными значениями |, —I1 и 0. Показать, что подалгебра à редуктивна 
в 9, что централизатор Nt подалгебры À BA состоит из диагональных матриц 
со следом нуль и что централизатор подалгебры ш в 8 совпадает с Ш, 
а следовательно, не совпадает с a (см. n°5, замечание). 


Т 5) Предположим, что поле Ё бесконечно. Пусть 9 — алгебра Jin, 
а У — некоторый 9-модуль. Пусть n — целое число > 0; обозначим через Vy 
множество таких элементов 9 И, что хо —0 при всех x=9, 
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а) Показать, что если ое Vy их, уе |, то 


п . . 
(> ищи) =D, 


i=] 


(Использовать TOT факт. что (x + fy)" v=0 для любого Ё Е k.) 

Заменяя в этой формуле y на [x, у], получить !), что (хПу — ух") u = 0, 
откуда будет следовать равенство хПуо == 0. 

6) Показать, что подпространство Vy, является 9-подмодулем в V (исполь- 


зовать a)). Вследствие этого У° (8) = |] Vn — тоже 8-подмодуль модуля И. 


n 
в) Предположим, что Е = или С; обозначим через G односвязную 
группу Ли с алгеброй Ли 9. Действие алгебры @ на пространстве У опреде- 
ляет действие группы С на У (гл. III, § 6, n° I). Показать, что элемент v Е И 
принадлежит подпространству Vy, тогда и только тогда, когда ($ — 1)" о=0 
для всех $ = G; таким образом, V° (4) =У! (С). 


6) Сохраним обозначения упражнения 12 из $ 3 гл. Г. В частности, 
q — алгебра Ли, М — некоторый а-модуль и НР (4, М) = Z? (а, M)/BP (4, M) — 
пространство р-мерных когомологий алгебры 9 со значениями в M. 

а) Показать, что подпространства BP (а, М) и 22 (8, М) устойчивы отно- 
сительно естественного представления 8 алгебры 4 в пространстве коцепей 
СР (a, М). На основании этого построить представление алгебры À в простран- 
стве НР (a, М). Доказать, что это представление тривчально (использовать 
формулу 8 = di + id, там же). 

6) Пусть À — алгебраическое замыкание поля À. Пусть x Еби хм — CO- 
ответствующий эндоморфизм модуля М. Обозначим через Ay, ..., An (соотв. 


Mi» ...› L,,) собственные значения (в поле #) эндоморфизма ad, x (соотв. хм) 
с учетом кратности. Показать, что собственными значениями эндомор-. 
физма 0(х) пространства СР (8, М) будут числа u; — (Ai, +... 74 } 
rnelsjsmu ы 


ch she .„.. 3,58. 


Получить отсюда, используя a), что НР (4, М) =0, если ни один из элементов 
Ш; — (Ai, + ave “Py ) не равен нулю. 
р 


в) Предположим, что представление 9 > End (М) точное и что элемент x 
удовлетворяет условию 


о ор. ses TIRE (S,) 


N 
при любых li» eee Ip Rı, eee Rp+1 = (1, т). 

Показать, что тогда HP (8, М) =0 (заметить, что собственные значения À; 
эндоморфизма ad, х имеют вид и, — п, и применить 6)). 

7) Пусть 9 — нильпотентная алгебра Ли и У — такой M-MoAyb, что 
V° (4) =0. Доказать, что НР (а, V) =0 при всех р >0. (Достаточно рассмо- 


треть случай, когда V = y* (а), где À Æ 0, и выбрать элемент х = так, 
чтобы A(x) ~ 0. Применить упражнение 66), заметив, что все Aj равны 
нулю, а все р, равны À (х).) 


1) Это доказательство сообщил нам Дж. Селигман. 
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Доказать заново следствие предложения 9 (положить р = |) |) 


q 8) Предположим, что Е — поле характеристики р >0. Пусть @ — ал. 
гебра Ли над полем k с базисом {е1, ..., en}. Обозначим через И универ- 
сальную обертывающую алгебру алгебры а, а через С — центр алгебры U. 
Для каждого i=1, ..., n выберем такой ненулевой р-многочлен |, степени а,, 


для которого fi (ad e,) =. Тогда I; (е;) ЕС, ср. гл. I, $ 7, упражнение 5. 
Положим 2, = Г, (е;). 

а) Показать, что элементы 21, ..., Zn алгебраически независимы. Дока- 
зать, что И — свободный модуль над кольцом А=Е[21, ..., zh] с базисом 


R Qa a 
из произведений e, ...e,", где ON a, < d,. [Использовать теорему Пуан- 
каре — Биркгофа — Витта.] Ранг [U: A] модуля U над А равен 4, ... dy; это 
степень числа р. Таким образом, С есть А-модуль конечного типа, а следова- 
тельно, Ё-алгебра конечного типа и размерности п (см. Комм. алг., гл. VIII). 
6) Пусть К — поле частных кольца Аи 


к =U OAK, Ск =O Way К. 


Тогда U x) > Cig) => К. Доказать, что О (к) — тело с центром Ск, ABJIAIO= 


щееся телом частных (левым и правым) алгебры U, см. ra. I, $ 2, упражне- 
ние 10. Получить отсюда, что [U x): Cl имеет вид 9°, где д — степень 


числа р, что [С(к› : К] =o где do — степень р, и [U: А] = 9с9°. 
в) Пусть 4 — некоторый ненулевой элемент кольца А и Л — подкольцо 
в U(x), для которого UcAcdT!U. Показать, что A=U. [Пусть x = b/a, 


roe de À — {0} — элемент из кольца A; применить индукцию по M, показав, 
что из условия В = Ua + Um следует условие b = Ua + Um-ı, где {Um} — 
каноническая фильтрация в алгебре U. (Для этого, учитывая целозамкнутость 
кольца gr U, провести рассуждения, следуя доказательству предложения 15 
из Комм. алг., гл. У, $ 1, n°4.) Полагая т =0, получим 6 = Оа, т. е. x GU.) 
Вывести отсюда, что С целозамкнуто. 
г) Предположим, что поле k алгебраически замкнуто. Пусть р: g>gl (У) — 


неприводимое линейное представление алгебры 8 H P,, — соответствующее 
представление алгебры U. Ограничение представления Py на С — гомомор- 
физм Ур кольца С в поле À (отождествленное с кольцом TOMOTETHÄ простран- 


ства У); обозначим через Gp его ограничение на подалгебру А. Показать, что 
для любого гомоморфизма @ (соотв. y) k-anreöpp А (соотв. С) в поле № 
существует по крайней мере одно неприводимое представление р алгебры 
Ли §, для которого Op = (соотв. ур =), причем таких представлений лишь 


конечное число (с точностью до эквивалентности). Показать, что dimV < 4 
в обозначениях пункта 6) ?). 


: 4 9) Сохраним обозначения предыдущего упражнения и предположим 
дополнительно, что алгебра Ли 9 нильпотентна. 
а) Показать, что можно выбрать базис fe, ..., En} таким образом, что 


для любой пары (i, j) элемент [e,, e;] равен линейной. комбинации элементов e, 


при h> sup (6 /). Далее мы будем предполагать, что элементы е, удовлетво- 


1) Относительно деталей этого упражнения см. Dixmier J., Cohomologie 
des algebres de Lie nilpotentes, Acta Sci. Math. Szeged, XVI (1955), 246—250. 

2) Относительно деталей этого упражнения см. Zassenhaus H. The гер- 
resentations of Lie algebras of prime characteristic, Proc. Glasgow Math. 
Assoc. И (1954), 1—36, 
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ряют этому условию. Выберем для каждого i= 1, ..., п такую степень g (i) 
числа р, что ad(e,)? () —0, и положим z, =е7 a) A=kl[2,..., 2,], cp. 
упражнение 8. 


6) Пусть p: g>gl(V) — линейное представление алгебры 9. Предположим, 
что эндоморфизм  (e;) нильпотентен для каждого i=|,..., п. Показать, 


что эндоморфизм р (x) нильпотентен для каждого x = 9. [Провести индукцию 
по n=dimA, и рассмотреть случай, когда P неприводимо. Показать, что 
в этом случае P (64) =0, и применить предположение индукции.] 

в) Пусть 01: g> 81 (И,) и 02: 8 > gl (V2) — два линейных представления 
алгебры Ли 9. Предположим, что У; и V, отличны от 0 u у, = (9), 


У =?" (9), где A, и À, — некоторые функции на 8, см. п°3. Показать, что 
если A, (е;) =^.(е;) при i= ПРИ В: № =A, и существует ненулевой 
д-гомоморфизм модуля Vi в модуль V2 (применить 6) к 9-модулю V = & (V;, И.) 
и, используя теорему Энгеля, показать, что У содержит ненулевой я-инва- 
риантный элемент). Вывести отсюда, что если модули У! и И. просты, то 
они изоморфны. 

г) Предположим, что поле А алгебраически замкнуто. Пусть R — множе- 
ство классов неприводимых представлений алгебры Ли 9. Положим для о= Ю 


Хо == (хо (1), ..., Хо (п)) е АМ, 


где Xp (i) — единственное собственное значение эндоморфизма р (e,). Показать 


что pP H> хр — биективное отображение множества К на k”. (Инъективность 
следует из в), а сюръективность — из упражнения 8 г).) Вывести из этого 
такие следствия: 

(i) Для любого максимального идеала m алгебры А факторалгебра 
алгебры U/mÜ по ее радикалу изоморфна алгебре матриц. 

(ii) Степень любого неприводимого представления алгебры Ли 9 равна 
некоторой степени числа р (это следует из (i) и из того факта, что 
[U/mU : Е] — степень числа р). 

(iii) Любой гомоморфизм алгебры А в поле k единственным образом 
продолжается до гомоморфизма алгебры С в k (использовать, что C/mC 
содержится в центре алгебры U/mU, которая является локальной А-алгеброй 
с полем вычетов k). 

(iv) Существует такое целое число N 20, что xPN Е А при любом x SC 
(это следует из (111)) '). 

10) Предположим, что поле R имеет характеристику р > 0. Обозначим 
через g алгебру Ли с базисом {еу, ез, es} и соотношениями [е1, ea] = ез, 
[e1, es] = 0, [e2, es] = 0. 

а) Показать, что центр алгебры Ug совпадает с k[ef, 2, ез |. 

6) Предположим, что поле А алгебраически замкнуто. Доказать, что для 
любого (№, Aa, Аз) € k? существует и притом только одно (с точностью до 
эквивалентности) неприводимое представление о алгебры 9, для которого 
эндоморфизм D (e;) имеет единственное собственное значение A, (1 = 1, 2, 3). 


При этом степень рф равна р, если Аз #0, и единице, если Аз =0. (Приме- 
нить упражнения 8 и 9 или доказать непосредственно.) 


1) Подробнее об этом см. Zassenhaus Н., Uber Liesche Ringe mit Primzahl- 
charakteristik, Hamb. Abh., XIII (1939), 1—100, и Darstellungstheorie nilpo- 
Ae us Lie-Ringe bei Charakteristik p>0, J. de Crelle., CLXXXII (1940), 

0—155. 
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Il) Пусть D — нильпотентная ses Ли, У — ненулевой )-модуль и 


À — такая функция на D что У = v* (5). Показать, что следующие свойства 
эквивалентны: 

(i) À — линейная форма на D, обращающаяся в нуль на [), В]. 

(11) существует базис пространства У, в котором матрицы эндоморфизмов, 
соответствующих элементам подалгебры D являются треугольными. 

(Для доказательства (i) (ii) применить теорему Энгеля к №-модулю 
PF (Wa, И), где W есть Э-модуль размерности 1, определенный линейной 
формой À.) 

Свойства (i) и (ii) имеют место, если R — поле характеристики 0 (пред- 
ложение 9). 


$2 


1) Множество диагональных матриц со следом 0 является подалгеброй 
Картана алгебры Ли 81 (п, А), кроме того случая, когда п =2 и характе- 
ристика поля Ё равна 2. 


2) Обозначим через е элемент e a алгебры Ли 81 (2, С). Показать, 


что Се — максимальная нильпотентная подалгебра алгебры Ли 81 (2, С), не 
являющаяся подалгеброй Картана. 


3) Предположим, что поле А имеет характеристику 0. Пусть 9 — полу- 
простая алгебра Ли и Е — множество ее коммутативных подалгебр, элементы 
которых полупросты в A. Тогда подалгебры Картана алгебры Я совпадают 
с максимальными элементами множества Е. (Использовать теорему 2 и пред- 
ложение 10.) 

В частности, объединение подалгебр Картана алгебры 4 совпадает с мно- 
жеством всех полупростых элементов в A. 


4) Пусть 9 — алгебра Ли с базисом {х, y, 2} и соотношениями [х, y] = y, 
[x, 2] = 2, [y, 2] =0. Пусть à — идеал Ку + kz этой алгебры. Тогда го (a) =2 


и го (8) = 


5) Предположим, что поле Rk имеет характеристику 0. Пусть я — ал- 
гебра Ли, Y — ее радикал и № — подалгебра Картана алгебры g. Показать, что 


= [8, t] + (nr). 


(Обратить внимание на то, что образ № в алгебре g/[g, tr] содержит центр 
x/[g, {| этой алгебры.) 


6) Пусть 9 — алгебра Ли, а ) — ее нильпотентная подалгебра. Если под- 
алгебра 4° (5) нильпотентна, то она является подалгеброй Картана алгебры $9. 


7) Пусть 8 — алгебра Ли, à — подалгебра Картана в 8 и V — некоторый 
8-модуль. Пусть 9 =8 X V — полупрямое произведение $ и Г. Показать, что 
ах У‘ (а) — подалгебра Картана в алгебре в. 


8) Предположим, что поле k имеет характеристику р>0. Обозначим 
через 8 алгебру Ли с базисом {x, у} и соотношением [х, y] = y. ee V— 


векторное #-пространство с базисом {e;}, Ezz 


a) Показать, что на V существует единственная структура 8-модуля, при 
которой хе, ={е; и ye,=e,,, для всех i. Этот 8-модуль прост. 

6) Пусть 9 =8ЖУ — полупрямое произведение 8 и V. Показать, что 
9 — разрешимая алгебра Ли ранга |, производная алгебра которой не ниль- 
потентна. 

в) Для того чтобы элемент алгебры 4 был регулярным, необходимо и 
достаточно, чтобы его проекция на $ имела вид ах + by, где ab AN. 
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г) V(x + y) =0и У° (x) = Кез. Вывести из этого, что алгебра © обладает 
подалгебрами Картана размерности | (например. k(x + y)) и подалгебрами 
Картана размерности 2 (например, kx + ke,) (ср. упражнение 6). 


9) Пусть я — алгебра Ли с базисом (x, у) и соотношением [x, y] = y, 
f=ky и p: а > #/{ — канонический морфизм. Элемент 0 алгебры a/f регуля- 
рен в A/f, но не является образом при морфизме ф никакого регулярного 
элемента алгебры 9. 


10) Предположим, что поле А бесконечно. Пусть 8 — алгебра Li Пока- 
зать, что следующие свойства эквивалентны: 

(i) rg (я) = dim (я), 

(ii) алгебра 9 нильтотентна, 

(iii) алгебра Я имеет только конечное число подалгебр Картана размер- 
ности, равной rg (9), 

(iv) алгебра gq имеет единственную подалгебру Картана. 


11) Пусть 9 — коммутативная алгебра Ли 0, а P — конечное подмно- 
жество в р" содержащее 0. Показать, что существует такая алгебра Ли а, 
содержащая D в качестве подалгебры Картана, что множество весов алгебры 5 
в Я совпадает с Р. (Построить алгебру я как полупрямое произведение ал- 
гебры D и 9-модуля И, равного прямой сумме одномерных \-модулей, соот- 
ветствующих элементам множества P — {0}, ср. упражнение 7.) 

Для того чтобы элемент x из D удовлетворял равенству D == 89° (х), не- 


обходимо и достаточно, чтобы он не был ортогонален ни к какому элементу 
из Р — {0}. 


12) Предположим, что поле К конечно. Построить пример алгебры Ли 3, 
обладающей подалгеброй Картана D, в которой не существует такого эле- 
мента x, что = 89° (х). (Использовать предыдущее упражнение, полагая 
P = 5*.) 

di 13) Предположим, что поле А конечно. Обозначим через Rk’ некоторое 
его расширение. Пусть 8 — алгебра Ли над полем k. Будем называть рангом 
алгебры 8 и обозначать через го (4) ранг А’-алгебры 9 = 3 Wp К’; элемент 


алгебры 8 будем называть регулярным, если OH регулярен в g’. Эти опреде- 
ления не зависят от выбора поля №. Показать, что если 


Card (k) > dim (8) — rg (8), 


то алгебра 9 содержит регулярный элемент (а следовательно, и подалгебру 
Картана). 

(Использовать следующий результат: если а — ненулевой однородный 
элемент алгебры А [Х!,..., Хи] и Сага (Е) >deg (a), то существует такой 
элемент x Е А”, что a(x) #0.) 


14) Предположим, что k — поле характеристики нуль. Пусть У — вектор- 
ное А-пространство конечной размерности, 9 — подалгебра алгебры Ли 81 (У), 
h — подалгебра Картана в ди И — наибольший идеал нильпотентности §-MO- 


дуля И (гл. I, $ 4, n°3, определение 2). Показать, что элемент подалгебры H 
нильтотентен тогда и только тогда, когда он принадлежит И... (Ограничиться 


случаем, когда 89-модуль У полупрост, и использовать следствие 3 теоремы 2.) 


Ф 15) Предположим, что поле k бесконечно. Пусть 9 — алгебра Ли, 
6 x (9) — объединение членов верхнего центрального ряда алгебры и X — 
элемент алгебры а. Показать, что следующие свойства эквивалентны: 

(i) x принадлежит любой подалгебре Картана алгебры g, 

(ii) x € g° (у) при всех уе (т.е. x 8° (8)), 

(il). ей, | 
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(Непосредственно ясно, что (iii) = (ii) = (1). Для доказательства импликации 
(1) = (ii) заметить, что свойство (i) эквивалентно включению хе A0 (y) для 
любого регулярного элемента у из Q, и использовать тот факт, что регуляр- 
ные элементы всюду плотны в 8 в топологии Зарисского. Для доказательства 
импликации (11) => (111) заметить, что подпространство И = 8° (4) устойчиво 
относительно 4 ($ 1, упражнение 5), и применить теорему Энгеля к Q-MO- 
дулю И. Вывести отсюда, что N содержит 60.) 


4 16) Пусть g — о разрешимая алгебра Ли, ) — ее подалгебра 
Картана и 9 = Ф д” (5) — разложение на примарные подпространства, где 


0 = 
g° (В) =. 

а) Показать, что ограничения на D линейных форм, которые названы 
корнями в упражнении 17 a гл. Ш, $ 9, совпадают с весами подалгебры 5 


B m, T.e. с такими À, что a" (5) == 0. Вывести отсюда, что такая форма A 
обращается в нуль на DM De. 

6) Пусть (x, y)r— [x, y] — билинейное знакопеременное отображение 
93 Хава, dag wu следующими свойствами: 

(i) если x € g” (D), y eq (5), где А 520, в 520, то [х, y] = [х, y]; 

(ii) если x a (5), y = a" (D), то [x, yl! =[х, y] — w(x) у. 

Показать, что таким о. пространство 9 наделяется новой структу- 
рой алгебры Ли (использовать а)). ов эту алгебру Ли через- 9". 


в) Показать, что если sep (5), то отображение ad’ x: y->[x, y]’ 
нильпотентно. Вывести из этого, что алгебра 4’ нильпотентна (применить 
упражнение 11 гл. I, $ 4, к eye Е эндоморфизмов ad x, где x пробе- 


гает объединение подпространств 8 À (5)). 


$ 3 


1) Пусть 9 — алгебра Ли, g’ — ее подалгебра Картана. Тогда условия 
предложения 3 выполняются. Но. произвольный элемент алгебры 8’, всегда 
регулярный в 8’, не обязательно регулярен в 9. 


2) Пусть 4 — вещественная алгебра Ли размерности п, U (соотв. Н) — 
множество регулярных элементов (соотв. подалгебр Картана) алгебры Я и 
Int (a) — группа внутренних автоморфизмов алгебры $ (гл. Ш, $ 6, n° 2, опре- 
деление 2). 

а) Показать, что если элементы х и Y принадлежат одной связной ком- 
поненте множества U, то подпространства 9° (x) и 9° (y) сопряжены относи- 
тельно группы Int (9). 

6) Показать, что множество U имеет лишь конечное число связных KOM- 
понент и что это число ограничено некоторой константой с (п), зависящей 
только от п (применить упражнение 2 дополнения II). 

в) Вывести из этого, что число орбит группы Int(g) на множестве Н 
не превосходит с (п). 


3) Пусть 9 — вещественная алгебра Ли, * — ее радикал, № и D’ — ее под- 
алгебры Картана и ф — канонический гомоморфизм из 9 на 8/5. Доказать, что 
следующие условия эквивалентны: 

(i) подалгебры № и D’ сопряжены относительно группы Int (9); 

(ii) подалгебры @(b) и ф(5”) сопряжены относительно группы Int (sm). 
(Следовать доказательству в 5.) 


4) Пусть g = 81 (2, В), x= (. 0-21 es = (| os Показать, что Rx 


НИ т подалгебры Картана алгебры 9, не ie NEN относительно группы 
ut (9 
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5) а) Показать, что существует алгебра Ли g над полем А с базисом 
(x, y, г, t), для которой 


[x, у] =2, [x, И=ь [y, t]=0, [g, 2] =0. 


Показать, что 9 разрешима и что {= kx + ky + kz — поцалгебра алгебры 9 
6) Показать, что элементарные автоморфизмы алгебры 9 — это отобра- 
жения вида | -- Aad у | раа, & где A, per. 


в) Показать, что | + ad, х — элементарный автоморфизм алгебры f, KOTO- 


рый не продолжается AO элементарного автоморфизма алгебры $93. 

г) Пусть 8 — полупростая подалгебра некоторой алгебры Ли а. Показать, 
что любой элементарный автоморфизм подалгебры $ продолжается до эле- 
ментарного автоморфизма алгебры 4. 


6) Любой элемент редуктивной алгебры Ли 9 содержится в некоторой 
коммутативной подалгебре размерности rg (9). 


7) Пусть 9 — алгебра Ли, 9’ — подалгебра алгебры 9, редуктивная BQ. 
и а — подалгебра Картана алгебры 9’. Показать, что существует подалгебра 
Картана алгебры $9, содержащая а. Вывести из этого, что го (8’) < ге (9), 
причем равенство возможно тогда и только тогда, когда 9’ обладает свой- 
ствами (i), (ii), (iii) предложения 3. 


8) Пусть 9 — алгебра Ли, а — ее идеал,  — подалгебра Картана алгебры 9 
и © (4) — объединение членов верхнего центрального ряда алгебры 9. Пока- 
зать, что если ach, то а< 6,9 (другими словами, ®„»9 — это наибольший 
идеал алгебры 9, содержащийся в D). (Свести к случаю, когда поле À алге- 
браически замкнуто, и обратить внимание на то, что подпространство A 
устойчиво относительно всех элементарных автоморфизмов алгебры 9. Тогда 
из соотношения а< \ следует, что A содержится во всех подалгебрах Kap- 
тана алгебры 9. Затем использовать упражнение 15 из $ 2.) 


4] 9) Пусть 9 — алгебра Ли, D — ее подалгебра Картана и x — элемент 


из D. Пусть 9 =) Фу"! — разложение Фиттинга ($ 1, n°1) алгебры 9 отно- 
сительно присоединенного действия подалгебры 5 
а) Пусть и — максимальный полупростой \-подмодуль, содержащийся 


В g («IN a Показать, что И =0 тогда и только тогда, когда g° (x) = à, Te 
когда элемент X регулярен в 9. 

6) Показать, что D Фи — подалгебра алгебры 9. Показать, что если h’ — 
пересечение подалгебры D и централизатора подпространства и, то D” — идеал 
подалгебры b Фи, содержащий Dh и x. Вывести из этого, что DE, (bn) 
(упражнение 8), вследствие чего x лежит BG, (Фи) и, значит, принадлежит 
любой подалгебре Картана алгебры 9 Фи. 

в) Если И 0, то подалгебра § Фи ненильпотентна и имеет бесконечно 
много подалгебр Картана ($ 2, упражнение 10). Вывести отсюда, что беско- 
нечно много подалгебр Картана алгебры § содержит элемент х. 

г) Для того чтобы элемент алгебры 9 был регулярным, необходимо и 
достаточно, чтобы он принадлежал единственной подалгебре Картана. 


Ч 10) Пусть 9 — алгебра Ли, Y — ее радикал, И — ее наибольший нильпо- 
тентный идеал и а — одна из ее подалгебр Леви. 

а) Положим 4’ =и + Dg. Показать, что 9’ =n Фа. (Использовать то, 
что [g, {| содержится в и.) Если 9 #0, то 8’ = 0. 

6) Предположим, что поле k алгебраически замкнуто. Пусть (Vi), 27; — 
факторы ряда Жордана — Гельдера $-модуля 9 (относительно присоединенного 
представления). Показать, что если x GY, то ху, — гомотетия и Ху, = 0 при 


всех { тогда и только тогда, когда sen. Вывести отсюда, что для того, 
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чтобы элемент уе ÿ принадлежал $’, необходимо и достаточно, чтобы при 
всех ie! выполнялось равенство Tr (Yv,) = 0. 
1 


в) Обозначим через N подпространство векторного пространства $, по- 
рожденное элементами X, для которых эндоморфизм ad x нильпотентен. Пока- 
зать, что N — подалгебра алгебры 9 (использовать тот факт, что подпростран- 
ство N устойчиво относительно Aut, (9)). Показать, используя 6), что NOY’. 

г) Пусть D — некоторая подалгебра Картана алгебры 8. Предположим, 
что существует такое подмножество À в В*, что 


5 = HD © 5° (5). 


a=R: 


Это всегда Tak, если поле À алгебраически замкнуто. Показать, что при 


этом N содержит подалгебры 9°(5), Db, и; вывести отсюда, что N содер- 
жит Q’, и, значит, N = 9°. 

д) Если поле k алгебраически замкнуто и 40, то 4 содержит элемент X, 
для которого ad x нильпотентен. (Действительно, это так потому что 9’ 0.) 


Ч 11) Пусть 9 — алгебра Ли и у — ее радикал. 

а) Пусть 8 — некоторая подалгебра Леви алгебры g, a F— подалгебра 
Картана алгебры 8. Показать, что подалгебра { содержится в некоторой под- 
алгебре Картана D алгебры 4, равной сумме подалгебры Ё и некоторой под- 
алгебры алгебры :. (Использовать теорему 2, предложение 10 и следствие 2 
теоремы | из $ 2.) 

6) Пусть 5’ — подалгебра Картана в 9. Показать, что существует такая 
подалгебра Леви 8’алгебры 4, что D” совпадает с суммой подалгебры Картана 
алгебры 8 и некоторой подалгебры алгебры +. (Можно таким образом вы- 
брать подалгебры 8, f, b, удовлетворяющие условиям пункта a), что D + $ = 
= D’ + г. Положим тогда а = D + 5; это разрешимая подалгебра. По теореме 3 


существует такой элемент x © ®^ (а), что ей94* =’. Тогда специальный 


автоморфизм ead gx алгебры 4 переводит подалгебру 8 в искомую подалгебру 
Леви.) 

в) Пусть 8 — подалгебра Леви алгебры 9. № — подалгебра Картана в $9, 
равная сумме подалгебры Картана Ё алгебры 8 и подалгебры | алгебры Y. 

Пусть с — централизатор подалгебры Ё в алгебре т. Показать, что { — под- 
алгебра Картана алгебры с. (При x = f эндоморфизм ad, x полупрост, а эндо- 
морфизм ad, X нильпотентен, следовательно, [№ b] =0. Если y Ec u [y, Ücl, 
To [y, b] < 5, поэтому y =bfr = 1.) 

г) Пусть 8 — подалгебра Леви алгебры 9, E— подалгебра Картана алгеб- 
ры 8, с — централизатор подалгебры Ёвги [ — подалгебра Картана в с. Тогда 
h ={-- 1 — подалгебра Картана в 9. (Пусть x = у + 2 (уе 8, ze) — элемент 
из нормализатора И подалгебры dB 9. Показать, что [у, {| Cf, откуда ye fF 
n zen. Далее показать, что [z, Н Ch fr cc, вследствие чего [№ [f, z]] =0, 
откуда [f, =| =0 и зе с. Наконец, [z, 1] Cl, поэтому zEelu хе 6.) 

д) Пусть 8, Ё C те же, что и в пункте г), и д == [9, Y] — нильпотентный 
радикал алгебры 9. Пусть x @G Hu и — специальный автоморфизм e4%, Если 
u(f) сЕ- с, то хе с. (Рассмотреть присоединенное представление р алгебры 
8 в пространстве 4 и обозначить через 4, устойчивое относительно р допол- 


нительное к #114 подпространство в @'q. Пусть 0, — подпредставление 
представления о, определенное подпространством Q;, и O; =; | Пусть q;— 
централизатор £ в 9; и 4; — устойчивое относительно 6; дополнительное 
к qi’ подпространство в 0;. Пусть хх + pen хх”, где 


/ F м и и 
x; =; x; = 9;. Рассуждая от противного, предположить, что не все X; 
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равны нулю, например, u = ... = 2 == 0, x, #0. Если h ЕЕ К то и (h) = 


=h+ Ee в | + у, где у= Gerla Так как и (№) Е Ё- с, To EX h| +ye 
= % + V+ ase SF Ч, поэтому LA, x, |= 9, и [л, ne = 0. Таким обра- 
30M, x, =0, что приводит к противоречию.) 


е) Пусть D — подалгебра Картана алгебры Ли 98. Тогда представляется 
единственным образом в виде суммы [т и одной из подалгебр Картана 
некоторой подалгебры Леви алгебры 9. (Для доказательства единственности 
использовать д) и теорему 5 из гл. I, $ 6, n°8.) Возникающая подалгебра 
Леви определена, вообще говоря, неоднозначно. 

x) Пусть 5 — подалгебра Картана алгебры Ли ди t— 9° (Пу). Тогда 
h — подалгебра Картана в t. При этом g=t-+ Tr (использовать разложение 
Фиттинга для присоединенного представления алгебры D NY в пространстве 9). 
Алгебра {Пт нильпотентна и является радикалом алгебры Ли t (использовать 
упражнение 5 из $ 2). 

3) Предположим, что поле k алгебраически замкнуто. Пусть D — подал- 
гебра Картана алгебры 9. Тогда существует подалгебра Леви 8 алгебры 
Ли 9, такая, что для любого AE h* 


g* (5) = (8^ (5) П 8) + (8^ (5) nr). 


(Пользуясь обозначениями пункта ж), взять в качестве 8 подалгебру Леви 
алгебры +, для которой b = (18) + (5 Пт); она существует ввиду 6).!)) 


4 12) а) Пусть 9 — разрешимая алгебра Ли и С — конечная (соотв. ком- 
пактная, если ^ =В или С) подгруппа группы Aut (9). Показать, что суще- 
ствует подалгебра Картана алгебры 9, устойчивая относительно G. (Провести 
индукцию по dim $ и свести к случаю, когда $ есть расширение нильпотент- 
ной алгебры g/t при помощи коммутативного идеала И, который является 
простым нетривиальным $/й-модулем (ср. доказательство теоремы 3). Подал- 
гебры Картана алгебры g образуют тогда аффинное пространство, ассоцииро- 
ванное с пространством N на котором действует группа G. Применить co- 
ображения о центре тяжести.) 

6) Пусть 9 — разрешимая алгебра Ли и $ — подалгебра алгебры Ли Der (9). 
Предположим, что 8-модуль 9 полупрост. Показать, что существует подал- 
гебра Картана алгебры 9, устойчивая относительно 8. (Метод тот же.) 


Ч 13) Пусть $ — алгебра Ли и С — конечная подгруппа группы Aut (9). 
Предположим, что G сверхразрешима (Alg., chap. I, $ 6, exercise 26). По- 
казать, что существует подалгебра Картана алгебры 9, устойчивая OTHOCH- 
тельно G. 

(Провести индукцию по dimg. Ввиду упражнения 12 свести все к слу- 
чаю, когда алгебра 9 полупроста. Если @ =={1}, то выбрать в G нормальную 
циклическую подгруппу С простого порядка (Alg., loc. cit.). Подалгебра 8, 
образованная элементами, инвариантными относительно С, редуктивна в $ 
($1, n°5) и отлична от 9. По предположению индукции в 8 существует 
подалгебра Картана a, устойчивая относительно G При этом 8520 (гл. 1, $ 4, 
упражнение 2] в)), поэтому @ = 0. Централизатор $ подалгебры à в 9 отли- 
чен от $ и устойчив относительно С. Выберем подалгебру Картана D ал- 
гебры 3, устойчивую относительно С. Показать, что D — подалгебра Картана 
в 9; см. следствие предложения 3.) 

Построить конечную группу автоморфизмов алгебры Ли 81(2С), изо- 
морфную À, (и, следовательно, разрешимую), относительно которой не будет 
устойчивой никакая подалгебра Картана. 


1) Относительно деталей этого упражнения см. Dixmier J., Sous-algèbres 
de Cartan et décompositions de Levi dans les algébres de Lie, Trans. Royal 
Soc. Canada, L (1955), 17 — 21. 
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14)* Показать, что любое неприводимое комплексное (соотв. веществен- 
ное) линейное представление конечной сверхразрешимой группы G индуци- 
ровано некоторым представлением степени | (соотв. степени | или 2) неко- 
торой подгруппы группы С. (Применить упражнение 13 к алгебрам Ли gl (п, С) 


и 81 (п, R).), 


15) Предположим, что поле А алгебраически замкнуто. Пусть 4 — алгебра 
Ли, § — ее подалгебра Картана и А — подмножество в 9. Предположим, 
что А всюду плотно в @ (в топологии Зарисского) и устойчиво относительно 
Аше (2). Показать, что AND всюду плотно в D. (Пусть X — замыкание мно- 
жества АП) и U =} — X. Предположим, что U ~ (75. В обозначениях леммы 2 


образ при отображении F множества U X qh IDC. < * (6) содержит 
непустое открытое подмножество пространства A. Так как этот образ содер- 
жится в 9 — A, то это противоречит тому, что А всюду плотно в 9.) 


16) Пусть У — конечномерное векторное пространство над полем Ки 6 — 
подалгебра алгебры Ли gl (У). Мы предлагаем доказать эквивалентность сле- 
дующих трех свойств: 

(i) Все подалгебры Картана алгебры 9 коммутативны и состоят из полу- 
простых элементов. 

(ii) Все регулярные элементы алгебры 8 полупросты. 

- (iii) Множество полупростых элементов алгебры 8 всюду плотно в 9 
в топологии Зарисского. 

а) Показать, что (i) = (ii) > (iii). 

6) Пусть А — множество полупростых элементов алгебры 4. Показать, что 
оно устойчиво относительно группы Aut, (4). 

в) Показать, что (iii) = (i). (Свести (дополнение I, упражнение 1) к слу- 
чаю, когда поле k алгебраически замкнуто. Показать, используя упражнение 
15, что если D — подалгебра Картана в 9, то AND) всюду плотно в №. Из 
того, что [х, y] =O при хе АП, уе= b, вывести, что D коммутативна, откуда 
следует (1).) 

г) Предположим, что поле А равно В, С или полному ультраметрическому 
недискретному полю характеристики нуль. Снабдим пространство 8 тополо- 
гией, построенной по топологии поля k. Показать, что свойства (i), (ii), (iii) 
эквивалентны следующему: 

(iv) Множество полупростых элементов всюду плотно в 9. 

(Показать, что (iv) => (iii) и (ii) = (iv), см. дополнение I, упражнение 4.) 


17) Предположим, что поле А алгебраически замкнуто. Пусть g — алгебра 
Ли, ) — ее подалгебра Картана и А — множество элементов из центра 
алгебры №. Обозначим через Е, подгруппу группы Aut (8), обозначенную. 


через E в n° 2. Показать, что если $ — такой элемент группы Aut (9), что 
5А = À, то существует элемент TEE, для которого 1 =) и А = Id, 
в частности, #5 | А = $] А. (Пусть а — централизатор множества А в алгебре 8. 
Так как D и $) — подалгебры Картана алгебры à, то существует элемент 
BEE, для которого 0 (sh) = D. Выберем ¢ из элементов группы Ey» продол- 


жающих 0.) 


18) Пусть 9 — алгебра Ли, № — ее подалгебра Картана и Ug (соотв. Uh) — 
универсальная обертывающая алгебра алгебры 4 (соотв. 5). Линейная форма ф 
на Ug называется центральной, если она обращается в нуль на [08, Ug], 
т. е. ф(а:6) = (ba) при всех а, b & Ug. 

а) Пусть x, y = Я. Предположим, что существует такой элемент 5 Е Aute (8), 
что $ (x) — y. Показать, что тогда 


p (x?) = @ (y”) 


для любого n = М и любой центральной линейной формы ф на Оз, 
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6) Пусть ф — центральная форма на Ug, ограничение которой на Uf 
равно нулю. Показать, что ф = 0. (Можно предполагать поле k алгебраически 
замкнутым. Вывести из a), что ф (х”) =0 для любого пЕМ и любого ре- 
гулярного x = 9. Использовать соображение о плотности, чтобы избавиться 
от предположения о регулярности.) 

в) Показать, что Ua = [04, Ua] + Ub. 

г) Пусть У — полупростой в8-модуль. Показать, что У — полупростой b- 
модуль. В частности, V* (5) = У, (5) при любом ke hi". 


д) Пусть У” — полупростой 9-модуль. Предположим, что У и У’ изоморфны 
как )-модули. Показать, что они изоморфны как 9-модули. (Заметим, что 
если а = Ub, то Tr (ау) = Tr (ay-). Вывести из этого, используя 6) и в), что 


Tr (ху) = Тг (ху/) при всех хе 0$, и получить нужное утверждение на 


основании гл. VIII из Алг.) 
Если поле k алгебраически замкнуто, то предположение „И и’ )-изо- 


морфны“ эквивалентно Tomy, что dim V; (5) = dim и (5) при всех AEG b*, 


$4 


Сохраним обозначения и предположения из nn’ 1, 2, 3$ 4. 


1) Пусть G = GL, (k), n > 0. 
а) Показать, что Fig (2) =n при любом geG. 


6) Показать, что элемент & @G регулярен тогда и только тогда, когда 
его характеристический многочлен Pg (Т) = det (Т — g) сепарабелен; послед- 


нее равносильно тому, что дискриминант (Alg., chap. IV, $ I, n°10)!) мно- 
гочлена Ро (Т) не равен нулю. 


2) Построить группу Ли G, для которой функция oe непостоянна. (Рас- 
смотреть в качестве $ абелеву алгебру Ли, для которой Ad нетривиален.) 
3) Пусть (6;);— ‚ — счетное семейство аналитических линейных представ- 


лений группы С. Доказать, что элементы группы G, регулярные относительно 
всех P,, образуют всюду плотное подмножество в G. Привести пример, по- 


казывающий, что предположение о счетности нельзя снять. 


4) Предположим, что Е =С и С связна. Доказать эквивалентность сле- 
дующих свойств: 

(1) С нильпотентна. 

(ii) Любой элемент группы G, не равный 1, регулярен. (Показать сначала, 
что из (11) следует 

(ii)’ Любой элемент алгебры g, не равный 0, регулярен 
Заметить далее, что если 9520, то существует элемент x ~O0 в Q, для 
которого эндоморфизм ad x нильпотентен, ср. $ 3, упражнение 10. Вывести 
отсюда, что алгебра $ нильпотентна и свойство (i) выполняется.) 


$5 


1) Показать, что разрешимая алгебра Ли, рассмотренная в гл. I, § 5, 
упражнение 6, не изоморфна никакой разделяющей алгебре Ли. 


2) Пусть и (соотв. 9) — ненулевой полупростой (соотв. нильпотентный) 
эндоморфизм пространства У. Тогда отображение Aut—>AdAv(A = k) — изо- 


') См. также Ave, гл. ТУ, $ 4, n°1 u n°6.— Прим. перев. 
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морфизм алгебры Ли g=ku на 8” = Ко, который не переводит полупростые 
элементы в полупростые. 


3) Пусть u — неполупростой и ненильпотентный эндоморфизм простран- 
ства И. Тогда 9 = Ки не будет разделяющей алгеброй, но ad, 9 — разделяю- 


щая алгебра 


{ 4) Пусть g — разделяющая подалгебра алгебры Ли gl(V). Пусть 
4 — подалгебра в 9, тождественное представление которой полупросто. Тогда 
существует элемент a = Ац (8), для которого а (49) содержится в подал- 
гебре ш предложения 7. (Доказательство проводить аналогично доказатель- 
ству предложения 7 (ii).) 

di 5) Пусть 9 — подалгебра алгебры Ли al (У). Подалгебра 9 называется 
алгебраической, если при любом X EA все реплики элемента x (гл. I, $ 5, 
упражнение 14) принадлежат 8. Такая подалгебра является разделяющей. 

а) Обозначим через а (4) наименьшую алгебраическую подалгебру алгебры 
gl (У), содержащую 8. Тогда 


а (8) >е (8) > 8. 


Привести пример, когда а (8) ие(8) различны (рассмотреть И размерности 2 


и 9 размерности 1). 

6) Доказать, что если И — идеал в 9, то и a(n) — идеалы в а (9) и 
[а (п), a(g)] = [п, 9] (следовать доказательству предложения 4). Вывести из 
этого, что D'a (4) = Dg при i>l и ®'а (4) =®' (4) при #>2. 

в) Показать, что каждая алгебра Ли, состоящая из нильпотентных эле- 
ментов, является алгебраической '). 


di 6) Пусть 9 — полупростая подалгебра алгебры Ли gl(V), Т(У) = 


= & Т” (У) — тензорная алгебра пространства У, T(V)? — подмножество 
n=0 _ 
инвариантных относительно 8 элементов алгебры T(V) и g — множество 
тех элементов и = Ql (У), для которых и.х==0 при всех хеТ(У)$. Надо 
доказать, что 9 = 8. 
а) Показать, что представление алгебры 8 в дуальном пространстве V* 


p—1 P 
к V изоморфно ее представлению в пространстве N У, rae p=dimV 
(использовать то, что Я содержится в 81 (ТУ)). Вывести из этого, что любой 
элемент пространства Ти, т = T1" (И) @ T” (V*), инвариантный относительно 8, 


инвариантен и относительно $ и что 9 — алгебраическая алгебра (упражне- 


ние 5). 
6) Пусть W — подпространство векторного пространства Ти, т. Предпо- 


ложим, что оно устойчиво относительно 9. Показать, что № устойчиво от- 
носительно 9 (заметить, eCJIH 61, ..., Er — базис в W, то элементе, Л... A er 
инвариантен относительно 9, а следовательно, и относительно 9). 

Вывести отсюда, что § — идеал в ди что g/g коммутативна (см. дока- 


зательство предложения 4). Тогда 9 =49Х с, где с — центр алгебры 9. 

в) Пусть А — ассоциативная подалгебра алгебры gl (У), порожденная | 
и 9. Показать, что с содержится в центре алгебры À (заметить, что 8 со- 
держится в бикоммутанте (или бицентрализаторе) алгебры К, который 
равен R) Вывести отсюда, что элементы алгебры с полупросты. 


') Относительно деталей этого упражнения см. Шевалле К., Теория 
групп Ли, II, Алгебраические группы, ra, I, $ 14, ИЛ, M., 1958. 
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г) Пусть x @c Показать, что реплики элемента x тоже принадлежат с 
(гл I, $5, упражнение 14). Показать, что Tr (sx) =O для всех $5 = A; выве- 


сти из этого, что Тг (5х) =O при всех $ Е 9, вследствие чего X нильпотентен 
(там же). 


д) Сопоставляя в) и д), доказать, что с =0и 4 = 8. 


7) Пусть Я — подалгебра алгебры Ли @[ (У) Пусть m, п — два целых 
числа 20, а W и W’ — два подпространства векторного пространства 
Т” (У) ©Т” (У*), где V* — пространство, дуальное к У Предположим, что 
"< У и W u W’ устойчивы относительно естественного представления 
алгебры § в пространстве Т” (У) © T”(V*). Показать, что W и №’ устой- 
чивы Также относительно е (AM). Обозначим через TT возникающее тогда пред- 
ставление алгебры e(q) в W/W’. Показать, что me(q) — разделяющая 060- 
лочка алгебры л (4) (использовать теорему 1). 

Вывести из этого, что а4е (4) — разделяющая оболочка подалгебры ad g 
алгебры Ли gl (8). | 


8) Пусть 9 — подалгебра алгебры Ли gl (V) и § — некоторая подалгебра 
Картана алгебры 9. 

а) Показать, что е (8) =е (b) + Da =е(\) + q. (Заметить, что е (5) + 
+ 94 — разделяющая подалгебра (следствие | теоремы 1), она содержит 
д = D + Da и содержится в е (4), следовательно, совпадает се (8).) 

6) е(5) Пв =) (заметить, что подалгебра e (5) 4 нильпотентна). 

в) Пусть x — элемент из нормализатора подалгебры е (5) B e(g). Пока- 
зать, что хее (1). (Записать x = y + 2, где y Ge(h), 2E д, ср. а), и за- 
метить, что [2, HJ Ce (hb) Ng —b, следовательно, ze 6.) 

г) Показать, что е (5) — подалгебра Картана алгебры Ли е (8). 


9) Пусть q — подалгебра алгебры Ли gl (У). Показать, что условия (i), 
(ii), (iii) упражнения 16 из $ 3 эквивалентны такому условию: (V) 4 — раз- 
деляющая подалгебра и ее ранг равен рангу алгебры g/n, (g) (Если § — 


подалгебра Картана алгебры g, то условие „ранг алгебры 9 равен рангу 
алгебры H/N,, (8)“ эквивалентно условию „Э Пи, (g) =0“, т. е. тому, что J 


не содержит нильпотентных элементов (см. $ 2, упражнение 14). Вывести 
из этого эквивалентность (i) и (v).) 


10. Пусть k’ — расширение поля Ё и 9’ — некоторая #Ё’-подалгебра 


алгебры Ли 
gl(V ® „Е”) = 8Т (У) ® ,F’. 


а) Показать, что существует наименьшая подалгебра $ алгебры Ли gl (V), 
для которой $ © „Е содержит 9". 

6) Предположим, что поле К’ алгебраически замкнуто, и обозначим 
через С группу Е-автоморфизмов поля А’. Эта группа действует естествен- 
ным образом на пространстве У © ,F’. Показать, что $69, совпадает 


с подалгеброй Ли, порожденной образами $’ при действии группы С (исполь- 
зовать тот факт, что поле инвариантов группы С BR’ совпадает с À). 

в) Показать, что если $3’ — разделяющая алгебра, то и 9 — разделяющая 
алгебра. (Свести к случаю, когда поле А’ алгебраически замкнуто, и ис- 
пользовать 6) вместе со следствиями | и 3 теоремы 1.) 


{ 11) Предположим именно в этом упражнении, что Е — совершенное 
поле характеристики р > 0. 

Пусть g есть р-алгебра Ли (гл. I, $ 1, упражнение 20). Для x EG обо- 
значим через (х) наименьшую р-подалгебру, содержащую х. Она коммута- 


1 
тивна и как векторное #-пространство порождается элементами x”, где 
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1 =0, |,... Элемент X называется нильпотентным (соотв. полупростым), 


если р-отображение пространства (X) нильпотентно (соотв. биективно). 

а) Показать, что элемент х можно единственным образом представить 
в виде х=$-- м, где $, пе (х) и $ — полупростой элемент, а п — нильпо- 
тентный (применить упражнение 23 из гл. I, $ 1). Если | есть р-гомоморфизм 
алгебры 9 в 91 (У), то f(s) и f (п) совпадают с полупростой и нильпотентной 
компонентами эндоморфизма [ (X); это нужно применить к присоединенному 
представлению. 

6) Подалгебра алгебры 9 называется разделяющей, если она содержит 
полупростую и нильпотентную компоненты каждого своего элемента. Пока- 
зать, что если D и с — подпространства векторного пространства $9, причем 
D CC, то множество элементов X & Q, для которых [х, с] < 6 — разделяющая 
подалгебра (то же доказательство, что и для предложения 3); в частности, 
каждая подалгебра Картана разделяющая. 

в) Пусть {— коммутативная подалгебра алгебры 9, состоящая из ниль- 
потентных элементов и максимальная относительно этого свойства. Пусть 
h — централизатор подалгебры # Bg. Пусть хе и х=$- пл — его кано- 
ническое разложение. Tak как D — разделяющая подалгебра, то $, neh 
(см 6)). Показать, что подалгебра, порожденная { и $, коммутативна и 
состоит из полупростых элементов; следовательно, она совпадает с t Вывести 
отсюда, что эндоморфизм ad, x=ad,n нильпотентен, следовательно, под- 


алгебра D нильпотентна Так как § = 9% (5), то D — подалгебра Картана 


алгебры 9 ($ 2, предложение 4). 
В частности, любая р-алгебра Ли над конечным полем обладает под- 


алгеброй Картана '). 


Дополнение 1 


Обозначим через У векторное пространство конечной размерности над 
полем Rk. 


1) Пусть Е’ — расширение поля Ё и Van =У® pk’. Показать, что топо- 
логия Зарисского на пространстве V,,, индуцирует на У топологию Зарис- 
ского пространства У и что У всюду плотно в Vig. = | 


2) Предположим, что V равно произведению двух векторных про- 


странств У; и V2. 
а) Топология Зарисского на пространстве У более тонкая, чем произве- 


дение топологий Зарисского на У, и /.; она строго более тонкая, если 


у, = О и Vo # 0. 
6) Если A, (соотв. A2) — подмножество в И, (соотв. в V2), то замыкание 


А, X A, равно произведению замыканий A; и Abd. 


3) Предположим, что поле k алгебраически замкнуто. Пусть À и В — два 
замкнутых подмножества пространства И и a (соотв. b) — множество функций 
fe Ау, обращающихся в нуль Ha А (соотв. на В). Доказать эквивалентность 


следующих свойств: 
(i) ANB=©@. 
(ii) a+ b=A,. 
(111) Существует полиномиальная функция на пространстве У, равная | 


на Аи 0 на В. | 
(Использовать теорему Гильберта о нулях (Комм. алг., гл. V, $ 3, n°3) 


для доказательства (i) = (11).) 


I) Относительно деталей этого упражнения см. Seligman G. B., Modular 
Lie Algebras, chap. V, $ 7, Springer-Verlag, 1967. 
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4) Предположим, что Е — полное поле недискретного нормирования. 
Обозначим через Я’ (соотв. через &) топологию банахова пространства И 
(соотв. его топологию Зарисского). 

а) Показать, что топология Я более тонкая, чем Æ (и даже строго 
более тонкая, если V = 0) 

6) Показать, что любое непустое -открытое подмножество простран- 
ства У J -всюду плотно. 


Дополнение II 


4] 1) Пусть X — локально связное топологическое пространство, © (X) — 
пространство вещественнозначных непрерывных функций на Х и 4 — целое 
число >0. Пусть F = @ (Х) [Т] — унитарный многочлен степени d с коэффи- 
циентами в © (X), 


Е = 14 + ТА --...+Ё, Fp Se (X). 
Рассмотрим F как функцию на ВХ X, полагая 
F(t, x)= 17 + (X) +... +), если (ER x eX, 


Пусть A = @ (X) — дискриминант многочлена F (Alg, chap. IV, $ I, n° 10). 
Для открытого подмножества И CX обозначим через Zy множество 


тех (1, x), ге (© Ru x SU, что Е (t, x) =0; это замкнутое подмножество 
BRXU. 

a) Показать, что проекция Pro: Zy > U — собственное отображение 
(Общ. Ton., гл. 1, $ 10). 

6) Предположим, что U связно и A(x) == 0 при всех хе U. Показать, 
что Zy > U — накрытие пространства U (Общ. Ton. гл. XI) степени Sd u 


что число связных компонент пространства RX U—Z,, не превосходит 
d+. 

в) Пусть X” — множество тех точек в À, для которых A = 0. Предполо- 
жим, что À” всюду плотно в À. Обозначим через « (соотв. через BR) множе- 
ство связных компонент множества X’ (соотв. RXX—Z x): Показать, что 


Сага (8) < (d + 1) Card (s£) (использовать 6)). 


г) Предположим, что X связно и d > 1. Показать, что 
Сага (8) < (1 + а) Сага (54) 


Ч 2) Пусть У — вещественное векторное пространство конечной раз- 
мерности п и Е — полиномиальная функция на У степени 4. Обозначим 
через У” множество тех точек пространства V, для которых F = 0. Пока- 
зать, что число связных компонент пространства У” конечно, и это число 
ограничено некоторой константой, зависящей только от п и 4. (Провести 
индукцию по п. Свести к случаю, когда F не имеет кратных множителей, 
и показать возможность представления У в виде RX X таким образом, чтобы 
результаты упражнения | были применимы к F !).) 


I) Относительно других результатов в том же направлении см. Milnor J, 
= ae numbers of real varieties, Proc. Amer. Math. Soc., XV (1964), 


ГЛАВА VIII 


РАСЩЕПЛЕННЫЕ ПОЛУПРОСТЫЕ 
АЛГЕБРЫ ЛИ 


В этой главе Е — поле нулевой характеристики. Если не 
оговорено противное, то под „векторным пространством“ пони- 
мается „векторное пространство над полем К“; то же самое 
относится к алгебрам Ли ит. п. 


$ 1. Алгебра Ли $1(2, Е) и ее представления 


1. Канонический базис в 81(2, Е) 


Лемма 1. Пусть А — ассоциативная k-anee6pa, аНиХ — такие 
элементы из А, что [Н, X] ==2Х. Тогда 

(i) [Н, Х"] = 2nX” для любого целого п 20; 

(ii) Если Z — такой элемент алгебры A, что [Z, X] =Н, то 
для всех целых п> 0 


[Z, Х"] =nx" | (H+n—1)=n(H—n+1)X""", 


Отображение A—A, заданное формулой T+>[H, T], яв- 
ляется дифференцированием; отсюда следует утверждение (i). 
По условию утверждения (ii) имеют место следующие равен- 
ства: 


[2, х]= )  x'Hx!'— 
i+j=n-1 
= >). (x'xX/H+ хер) = 
itj=n-1 


= aie > DD EEE N 
=nX"'(H+n—1). 


С другой стороны, вследствие пункта (i), X (H+n—1)— 
=(H—n+1)xX"*"". Ч. Т. Д. 
Напомним, что символом 8(2, k) обозначается алгебра Ли, 


состоящая из квадратных матриц 2-го порядка с коэффициен- 
тами из поля Е со следом нуль. Эта алгебра является простой 
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3-мерной алгеброй Ли (гл. I, $ 6, n° 7, пример). Каноническим 
базисом в 8((2, К) называется базис (X,, X-, H), где 


el) == 9) 
+ №0 0)’ ~~ \-10/’ о N\0 Л 
Выполняются следующие равенства: 

IH, X:]=2X.,, IH, Х-| =—2Х_, [X,, X-]=—=-—H. (U 
Тождественное представление алгебры Ли 8 (2, К) инъек- 
тивно, поэтому Н — полупростой элемент алгебры Ли $1 (2, К), 
а X,, X_ — ее нильпотентные элементы (гл. I, $ 6, n°3, Teo- 
рема 3). Как следует из примера 4 гл. УП, $ 2, n°1, про- 
странство АН является подалгеброй Картана в 8l(2, К). Ото- 
бражение О => — ’U — инволютивный автоморфизм алгебры Ли 


81 (2, К), называемый ее канонической инволюцией; эта инволюция 
переводит базис (X,, X-, Н) в базис (X-, X,, — H). 


Лемма 2. В универсальной обертывающей алгебре алгебры 
Ли 81(2, №) для всех целых п 20 выполняются соотношения 


[H, Xt ]—2nx4, [Н, X2]= — AnX%, 
а если п> 0, то 
[X-, Хх] =nxt" (H+n—1)=n(H—n41)xX¥", 
x. me CH Deal - Hat 0X". 


Первое и третье соотношения следуют из леммы 1. Осталь- 
ные соотношения выводятся из них с помощью канонической 
инволюции алгебры Ли 81 (2, К). 


2. Примитивные элементы 81(2, К)-модулей 


Пусть Е — некоторый 81(2, К)-модуль. Если Ае81(2, К) и 
x@E, то часто вместо A;x пишут Ах. Пусть AGR. Если 
Hx = Ах, то, допуская вольность речи, говорят, что x — эле- 
мент из Е веса À или что À — вес элемента x. Если Е — ко- 
нечномерный модуль, то [Hg -— полупростой эндоморфизм, 
поэтому множество элементов веса A является примарным 
подпространством эндоморфизма НЕ в пространстве Е, отве- 
чающим весу A (см. гл. УП, $ 1, n°1). 


Лемма 3. Если x — элемент веса À, TO Х.х — элемент веса 
+2, а X_x — элемент веса À — 2. 


rs 
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Действительно, НХ. х =[Н, X,]x + XıHx =2X,x + Х. Ах = 
—=(A+2)X,x и, аналогично, НХ-х=(^ —2)Х-х (см. также 
гл. УП, $ 1, n°3, предложение 10 (ii)). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть Е — некоторый 81(2, Е)-модуль. Его 
ненулевой элемент называется примитивным, если он является 
собственным вектором эндоморфизма Не и принадлежит ядру 
эндоморфизма Ху. 

Для того чтобы ненулевой элемент е= Е был примитивным, 
необходимо и достаточно, чтобы пространство ke было устой- 
чивым относительно действия эндоморфизмов из ЕН -НАХ,; 
это следует, например, из леммы 3. 


Примеры. Элемент X+ является примитивным элементом веса 2 
относительно присоединенного представления алгебры Ли 81 (2, №). 
Элемент (1, 0) пространства А? является примитивным элементом веса | 
относительно тождественного представления алгебры Ли 81 (2, k) в R?. 


Лемма 4. Пусть Е — нетривиальный конечномерный 81 (2, k)- 
модуль. Тогда он содержит примитивный элемент. 


Так как X, — нильпотентный элемент алгебры Ли 81 (2, К), 
то Х,к-— нильпотентный эндоморфизм. Предположим, что 


—] 
Х\Е #0, a XŸr —0. Тогда по лемме 2 
m—1 m 
m(HE—-m+1)XYE =[X-_e, ХЕ] =0, 
=. 
и, следовательно, элементы множества X+ (E)— {0} являются 
примитивными. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть Е — некоторый 8[(2, К)-модуль, 
а е — примитивный элемент модуля Е веса À. Положим e, = 


_ I Xle dan n>0 це_, =0. Тогда 
He, = (A — 2n) en, 
Х-е, = — (n+ I) engi, (2) 
Хе, =(A—n-+ I)e,-1. 


Первое равенство следует из леммы 3, второе — из опре- 
деления элементов e,. Докажем третье равенство индукцией 


но и. Оно справедливо при n=O, так как e-; =0. Если 
п> 0, то 
nn = — Х.Х-е,- = — [Х +, Ales — X-X 1 = 


= Не, — Х- (A —n-+ 2) e,-9 = 
== (A — 2n+2+ (n—1)(A—n+ 2))e,-) = 
=n(—n-+ Па. 
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СлЕДствиЕ. Подмодуль модуля Е, порожденный элементом e, 
совпадает с подпространством векторного пространства E, 
натянутым на векторы en. 


Это непосредственно вытекает из формул (2). 


Целые числа n >20, такие, что e, = 0, составляют некото- 
рый интервал в множестве натуральных чисел М, а соответ- 
ствующие векторы е„ образуют базис над полем À подмодуля, 
порожденного элементом е (действительно, эти элементы ли- 
нейно независимы, так как являются ненулевыми весовыми 
векторами с различными весами). Такой базис мы будем назы- 
вать базисом, ассоциированным с примитивным элементом е. 


ПРЕдложЕНИЕ 2. Пусть У — конечномерный подмодуль мо- 
дуля Е, порожденный примитивным элементом е. Тогда 

(i) вес À элемента е — целое число, равное dim У — 1; 

(ii) набор (eo, €1, ..., €) является базисом пространства У 
це, =0 nou n > À; 

(iii) собственными значениями эндоморфизма Hy служат 
числа A, A—2, ^—4,..., —A, кратность каждого собствен- 
ного значения равна |; 

(iv) каждый примитивный элемент пространства У пропор- 
ционален е; 

(у) коммиутант !) модуля У состоит из скаляров, в частности, 
модуль У абсолютно прост. 


Пусть т — наибольшее из тех целых чисел, для которых 
en #0. Тогда 0 = Х. ет, = (А — m) en, следовательно, À = 1; 
так как набор (60, е!,..., ет) является базисом пространства V, 
то утверждения (i) и (ii) доказаны. Утверждение (iii) следует 
из равенства He, = (A — 2n)e,. Имеем X, ZI для 1 <<n<m, 
откуда следует (iv). Пусть с — элемент коммутанта модуля V. 
Тогда Нс(е) =сН (е) = Ас (е), следовательно, существует такой 
элемент WER, что с(е) = це. Значит, 


сХТе =X" се == pX"e 


для всех 9—0. Таким образом, с=и. |, что и доказывает 
утверждение (Vv). 


Следствие. Пусть Е — конечномерный 81(2, К)-модуль. 

(i) Эндоморфизм Hg диагонализуем, и его собственные зна- 
чения являются целыми числами. 

(ii) Для каждого числа p = обозначим через Е, собствен- 


ное подпространство эндоморфизма Не, отвечающее собственному 
значению р. Пусть i— целое число, большее или равное нулю. | 


1) См. Алг., гл. VIII, $ I, n°2, определение 4. — Прим. перев. 
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Отображение Х*к| Ey: Ey > E,-9; инъективно при 1 < р, биективно 
при i =p и сюрзективно при i > р. Отображение ХЕ | Е-р: Е-р— 
—>Е-р+о: UNDeEKTUBHO при {< р, биективно при 1==р и сюръзек- 
тивно при i > р. 

(iii) Длина модуля Е равна dim Ker Ху в и dim Ker Х- г. 

(iv) Пусть Е” (соотв. Е”) — сумма пространств E, по четным 
(соотв. нечетным) р. Гогда пространство Е” (соотв. Е”) является 
суммой простых подмодулей модуля Е, имеющих нечетную 
(соотв. четную) размерность; имеем Е = Е’ФЕ”. Длина модуля E’ 
равна dim Е, а длина модуля Е” равна dim £\. 

(у) Имеют место следующие включения: 


Ker X,„NImX,;< 2, Ey 
p>0 


И 
Ker X-zf\ImX-,< »,Е,. 
p<0 


Если Е — простой модуль, то OH порожден примитивным 
элементом (лемма 4), и достаточно применить предложения 1 
и 2. Так как все конечномерные 81(2, К)-модули полупросты, 
то тем самым утверждения следствия доказаны и в общем 
случае. 


3. Простые модули У (т) 


Пусть (и, 9) — канонический базис пространства KR’. Для 
тождественного представления 81(2, К) верны следующие соот- 
ношения: 


Хи =0, Ha, X-u— — 9%, 
X,v=u, Hv = — v, Xv =0. 


Рассмотрим симметрическую алгебру $ (Е?) пространства k? 
(Алг., гл. Ш, $ 8, n°9, предложение 17). Действие элементов 
из 81(2, Е) однозначно продолжается до дифференцирований 
алгебры S(k?). Таким образом, мы снабжаем $ (Е?) структурой 
8{(2, Е)-модуля (гл. I, § 3, n°2). Пусть У (m) — множество 
однородных элементов алгебры $ (Ё?) степени m. Тогда V (т) — 
31 (2, К)-подмодуль модуля У (Е?) размерности т-1, являю- 
щийся 11-й симметрической степенью модуля И (1) = A? (гл. III, 
дополнение). Для целых чисел т, п, таких, что Osıse, 
положим 


ein) — ( ‘i ) hg И), 
n 
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ПредложениЕ 3. При любых т>0 V (m) — абсолютно про- 
стой 81(2, Е)-модуль. В этом модуле el") = и" является прими- 


тивным элементом веса т. 


Имеем Хи” =0 и Ни” = ти”; следовательно, и” — при- 
митивный элемент веса т. Подмодуль модуля V (m), порож- 
денный элементом U”, имеет размерность m-+1 (предложе- 
ние 2(i)) и, значит, совпадает с У (т). Из предложения 2 (v) 
вытекает, что модуль У (т) абсолютно прост. 


ТЕОРЕМА |. Каждый простой (2, К)-модуль конечной раз- 
мерности п изоморфен модулю У (п— 1). Каждый конечномер- 
ный 8[(2, Е)-модуль является прямой суммой подмодулей, изо- 


морфных модулям У (т). 


Эта теорема следует из леммы 4 и предложений 1, 2, 3. 


Замечания. 1) Присоединенное представление алгебры Ли 
81 (2, k) определяет на ней структуру простого 81(2, К)-модуля. 
Этот модуль изоморфен У (2); соответствующий изоморфизм 
переводит uw? в X,, 2uv B —Н, v* B Х-. 

2) Для n>0 и mZn имеем 


x_em = — (m — n) ( u ) ym—n—lynt! = — (nF Пе. 
п 


Следовательно, (ef), el), ..., ет) — базис модуля У (m), 
ассоциированного с примитивным элементом el”). 
3) Пусть Ф — такая билинейная форма на У (т), что 


D (a, er) =0, если n+n Æ m, 
D (a, em )=(-1°(”). 
n 


Если x=au+bv и y=cu+dv, то D(x", y”)= (ad — bc)", 
Легко проверить, что форма Ф HHBAPHAHTHA, симметрична при 
четных и знакопеременна при нечетных m. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть Е — конечномерный $31(2, К)-модуль, 
т — целое число, большее или равное нулю, Ри — множество 
примитивных элементов веса т. Пусть Г — векторное простран- 
ство гомоморфизмов из 8 (2, Е)-модуля У (т) в 81(2, Е)-модуль Е. 
Отображение [>] (u”) пространства L в Е линейно, инъективно 
и его образом является PU {0}. 


| 
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| Очевидно, что это отображение линейно. OHO также инъек- 
THBHO, поскольку элемент и” порождает 81(2, Е)-модуль У (т). 
Если fe L, то | 


X. (F(u™)) = f (X4u") =0, HH (fw) =f (Hu) = ти”), 


следовательно, j (и”) = P,, U {0}. Пусть ee Ри и V — подмодуль 
модуля Е, порожденный элементом е. В силу предложения | 
существует изоморфизм модуля У (т) на модуль У, который 
переводит u” ве. Итак, [. (м") = Ри U {0}. 


СЛЕДСТВИЕ. Длина изотипной компоненты типа У (m) мо- 
дуля Е равна 


dim (Ри U {0}). 


4. Линейные представления группы SL(2, Е) 


Напомним (Alg., chap. III, $ 8, n°9), что символом SL (2, Е) 
обозначается группа квадратных матриц порядка 2 с коэф- 
фициентами в поле К и определителем, равным 1. Если эле- 
мент x © 8((2, k) нильпотентен, то x? =O (Alg., chap. УП, $ 5, 
corollaire 3 de la proposition 5) и е* =1-+ хе ЗЕ (2, k). Если 
Е — конечномерное векторное пространство и р — линейное 
представление алгебры Ли 81(2, К) в пространстве E, To эндо- 
морфизм P(X) нильпотентен, и, следовательно, определен 
эндоморфизм е?(“® (гл. I, $ 6, n°3). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть Е — конечномерное векторное простран- 
ство ир (соотв. x) — линейное представление алгебры Ли 81(2, k) 
(соотв. группы Ли SL(2, k)) в пространстве Е. Скажем, что 
представления р и п согласованы, если для каждого нильпотент- 
ного элемента x алгебры Ли 81(2, К) выполняется равенство 
де) #6", 


Иначе говоря, представления р и л согласованы, если для 
любого нильпотентного элемента x из 81(2, k) ограничение пред- 
ставления о на подалгебру Ли Ех согласовано с ограничением 
представления п на группу 1 + Ех (гл. УП, $ 3, n°1). | 

Если представления P и л согласованы, то дуальные пред- 
ставления, M-e тензорные и 1-е симметрические степени пред- 
ставлений о и л тоже согласованы (гл. VII, § 5, n° 4, леммы 1 (i) 
и (11)). Согласованными являются также представления, инду- 
цированные представлениями P и л на векторном подпростран- 
стве, устойчивом относительно представлений о и л (там же). 

В частности, представление о„ алгебры Ли 81(2, К) в про- 
странстве V(m) (n°3) согласовано с 21-Й симметрической 
степенью л„ тождественного представления A, группы SL (2, К). 
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т 
Как и выше, полагая ат = ( ином, получим, что 


ли (5) el" —(” в" (st (3) 


для s@SL(2, №) и О <и< т. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть p — линейное представление алгебры Ли 
81(2, К) в конечномерном векторном пространстве Е. 

(i) Существует едичственное линейное представление п группы 
SL (2, ^) в пространстве Е, согласованное с представлением о. 

(ii) Для того чтобы подпрострачство Е пространства Е было 
устойчивым относительно представления п, необходимо и доста- 
точно, чтобы оно было устойчивым относительно представления о. 

(iii) Пусть xEE. Равенство п(5)х=х выполняется для 
любого элемента $ Ее $. (2, К) тогда и только тогда, когда эле- 
мент X инвариантен относительно представления р (т.е. p (a) x —0 
для всех a = Sl (2, k)). 


Существование представления л следует из предыдущего 
и из теоремы 1. С другой стороны, известно, что группа Ли 
SL (2, Е) порождается элементами вида 


12 10 
> ze) SE: 
+=(, a É =(, 4) 


где tek (Alg., chap. III, $ 8, n°9, proposition 17). Это доказы- 
вает единственность представления л. 

Утверждения (ii) и (iii) следуют из сказанного и леммы I (i) 
ra. VIE S 5 0° © 1, JL 


Каждый конечномерный 81(2, k)-monyab снабжен также 
канонической структурой SL (2, К)-модуля, которая называется 
ассоциированной со структурой 81 (2, К)-модуля. 


Замечание. Когда поле К есть В, С или ультраметрическое 
полное недискретное поле, алгебра Ли 81(2, №) является ал- 
геброй Ли группы Ли $1 (2, k). Пусть о u л такие же, как 
в теореме 2. Гомоморфизм л является гомоморфизмом группы 
Ли SL (2, Е) в группу Ли GL(E); это очевидно, когда E = (т); 
ввиду теоремы | отсюда следует и общий случай. Ввиду гл. УП, 
$ 3, n°1, имеем p(X,;)—L(n)(X.), о(Х-) = [ (м) (Х-). Таким 
образом, р = L (x) (обратное утверждение см. в упражнении 18). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть Е, Е — конечномерные 81 (2, К)-модули 
и | = Нот; (Е, F). Тогда следующие условия эквивалентны: 

(i) | — гомоморфизм 81(2, Е)-модулей. 

(ii) | — гомоморфизм. SL (2, Е)-модулей. 
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Условие (i) означает, что } — инвариантный элемент 81 (2, k)- 
модуля Нот, (Е, F), а условие (ii) означает, что | — инвариант- 
ный элемент SL (2, К)-модуля Нот, (Е, Е). Так как вследствие 
леммы | (iii) из гл. УП, § 5, n°4, структуры этих модулей согла- 
сованы, TO предложение вытекает из теоремы 2 (iii). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Присоединенным представлением группы 
SL (2, К) называется линейное представление Ad группы SL (2, К) 
в пространстве 81(2, Е), определенное равенством 


Ad{s).a—=sas—" 


для всех a = 8l(2, À) и всех $ = SL (2, №). 


Когда поле k есть В, С или ультраметрическое полное недискрет- 
ное поле, мы получаем определение 7 из гл. III, $ 3, n° 12 (cm. там же, 
предложение 49). 

Из леммы | (i) и (iii) гл. VII, § 5, n°4, следует, что при- 
соединенные представления 81(2, К) и SL(2, À) согласованы. 
Из замечания 2 гл. VII, $ 3, n°4, следует, что Ad (SL (2, k)) = 
= Aut, (81 (2, k)). 


5. Некоторые элементы из группы SL (2, Е) 


Для произвольного fe К" положим 


—! 
0 (t) zen eX +e! X_ IX Be 


-( 12 1) 1) =(4 = 


м, tx 
=f п te ce 


В обозначениях n° 3 получим, что 


09 (би=р—Е, 0 oii, 
следовательно, 
0 (en = (—1)"—" 2" те a. (4) 


1 

о 1 действует на У (m) 
как оператор умножения на (—1)”. Если Е — простой 81(2, k)- 
модуль нечетной размерности, то эндоморфизм 0 (№; является 
инволютивным автоморфизмом векторного пространства E. 
В частности, взяв в качестве Е пространство присоединенного 
представления, мы получим, что 


9(0)ЕХ+ =Г“Х-, 0()вХ-=РХ., PlEH=-—-H. (5) 


Таким образом, элемент 0 (2)? = ( u 
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Таким образом, эндоморфизм 0 (1); =0(—1)= является KaHO- 
нической инволюцией в алгебре Ли 81 (2, К). 
Для любого элемента fe k* положим 


0 =( =) =8 (0 6(—0). 


Тогда A(t)u=tu, h(t)v=t"'v и, следовательно, 
hit) el" = "re, (6) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть Е — конечномерный 81 (2, k)-modyao 
u tek". Пусть E, — множество элементов модуля Е веса р. 
(i) 9(0);=|Е,—биективное отображени? пространства E, на Е- р. 


(ii) Отображение h(t),|E, действует на E, как гомотетия 
с коэффициентом Г. 


Если Е =У (п), то это предложение следует из формул (4) 
и (6). Общий случай получается отсюда благодаря теореме 1. 


Следствие. Пусть Е = Е’ ФЕ” — разложение пространства Е, 
—1 0 
определенное в предложении 2. Элемент ( 0 1) из группы 


SL (2, Е) действует на пространстве Е’ как оператор умножения 
на +1, а на пространстве Е” — как оператор умножения на —1. 
Это следует из утверждения (ii), примененного в случае 


[= — 


$ 2. Система корней расщепленной 
полупростой алгебры Ли 


1. Расщепленные полупростые алгебры Ли 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть Q— полупростая алгебра Ли. Под- 
алгебра Картана bh алгебры Ли 9 называется расщепляющей, 
если для всех хе} оператор ad,x приводится к треугольному 
виду. Говорят, что полупростая алгебра Ли расщепляема, если 
она содержит расщепляющую подалгебру Картана. Полупростой 
расщепленной алгеброй Ли называется пара (a, В), где 9 — полу- 
простая алгебра Ли, ah — ее расщепляющая подалгебра Картана. 


_ Замечания. 1) Пусть 9— полупростая алгебра Ли, b — ее 
подалгебра Картана. Для всех x = D эндоморфизм ad, X полу- 
прост (гл. УП, $2, n°4, теорема 2). Поэтому утверждение 
о том, что D — расщепляющая подалгебра, равносильно утвер- 
ждению о диагонализуемости эндоморфизма ad, x для всех XE). 

2) Если поле К алгебраически замкнуто, то каждая полу- 
простая алгебра Ли расщепляема и каждая ее подалгебра 
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Картана расщепляющая. Когда поле À не является алгебраи- 
чески замкнутым, то существуют нерасщепляемые полупростые 
алгебры Ли (упражнение 2а)), более того, в расщепляемой 
алгебре Ли 9 могут быть подалгебры Картана, не являющиеся 
расшепляющими (упражнение 2 6)). 

3) Пусть 4 — полупростая алгебра Ли, В — ее подалгебра 
Картана, о — такое конечномерное точное представление ал- 
гебры Ли 4, что эндоморфизмы из р (1) приводятся к диагональ- 
ному виду. Тогда для любого хе) эндоморфизм ad, x при- 
водится к диагональному виду (гл. УП, $ 2, n°1, пример 2), 
и, следовательно, D — расщепляющая подалгебра. 

4) Мы увидим ($ 3, n°3, следствие предложения 10), что 
если b x bh’ — расщепляющие подалгебры Картана алгебры Ли g, 
то существует элементарный автоморфизм алгебры Ли g, пере- 
водящий В B D’. 

5) Пусть 4 — редуктивная алгебра Ли. Тогда 4 =СХ 8, где 
‹ — центр алгебры Ли g, а 8 = 94 — полупростая алгебра Ли. 
Подалгебры Картана алгебры 9 имеют вид b=cXh’, где 
bh’ — подалгебра Картана алгебры Ли 8 (гл. УП, $2, n°1, 
предложение 2). Говорят, что подалгебра Картана D расще- 
пляющая, если 6’ — расщепляющая подалгебра Картана в 8. 
Отсюда очевидным образом выводится определение расщепляе- 
мых и расщепленных редуктивных алгебр. 


2. Корни расщепленной полупростой алгебры Ли 


В этом пункте (4, 9) означает расщепленную полупростую 
алгебру Ли. 


Для любого элемента À ©” обозначим через 4^(5) или 
просто через g* примарное подпространство пространства 4 
веса A (cp. гл. VII, $ 1, n°3). Напомним следующие факты: 
q° =f (гл. УП, $2, n° 1, предложение 4); алгебра Ли q — прямая 
сумма пространств 4^ (гл. УП, $ 1, n°3, предложения 8 и 9); 
пространство 4^ — это множество таких элементов хе A, что 
[h, x] =A(A)x для всех heh (гл. УП, § 2, n°4, следствие | 
теоремы 2); линейные функции À на В, такие, что 4^ 2 0, назы- 
ваются весами подалгебры Картана b в алгебре Ли g (гл. УП, 
& 1, d 1}: 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Корнями расщепленной алгебры Ли (д, 1) 
называются ненулевые веса подалгебры Картана h в алгебре Ли ц. 


Множество корней расщепленной алгебры Ли (4, 6) обозна- 
чают через А ($, 5) или просто через Ю. При этом 


s=bOO® or. 
а=А 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть a, В — корни расщепленной алгебры 
Ли (9, 5), а (., .)— инвариантная симметрическая билинейная 
форма на пространстве 9 (например, форма Киллинга на 9). 

(i) Если а В 520, то подпространства 4% и AP ортогональны. 
Ограничение формы (., .) на at Ж 4“ невырожденно. Ограниче- 
ние формы (., .) на подалгебру Картана № невырожденно. 

(ii) Пусть хе gt, уе“ u heb. Тогда [х, у] ЕЁ u 


(A, [x, y]) = а (й) x, y). 


_ Утверждение (i) является частным случаем предложе- 
ния 10 (111) из гл. УП, $ 1, n°3. Если хе gq’, уе‘ и heb, 
то [х, уе 94°“ =Ви 


(A, [x, у) = (Ih, x], у) =(a(A)x, у) =a(h) (x, y). 


ТЕОРЕМА |. Пусть а — корень расщепленной алгебры Ли (9, 5). 

(i) Векторное пространство 4 одномерно. 

(ii) Векторное подпространство В, = [4°, 4-“] пространства Ÿ 
одномерно. Оно содержит единственный элемент Hy, такой, что 
а (На) =2. 

(iii) Векторное подпространство 8, = +4 + q 2 является 
подалгеброй алгебры Ли à. 

(iv) Если X. — ненулевой элемент пространства 9, то суще- 
ствует единственный элемент X-,= З-“, такой, что [X X-0] = 
— — Но. Пусть ф — линейное отображение алгебры Ли 81(2, К) 
в алгебру Ли 4, которое переводит X, в Ху, X- 6 X-; UH 
в Но; тогда ф — изоморфизм алгебр Ли 81(2, k) u 8. 

а) Пусть Ай, — такой элемент подалгебры Картана №, что 
a (h) = (й., h) для всех heh. Из предложения | следует, что 
[x, у] =(х, у). при всех xege, yeg-“ С другой стороны, 
(ge, g 40. Таким образом, by =[9°, 97%] = Rkhg. 

6) Выберем такие элементы хе 4“, уе ая“, что (x, у) =1; 
тогда [x, И =. При этом [hg, x] =a (hg) x, (ha = — а (1). 
Если a (A,)=0, то Ех + ky + kh, — нильпотентная подалгебра t 
в алгебре Ли 9. Так как h, & It, t], то эндоморфизм ad,h, ниль- 
потентен (гл. I, $5, n°3, теорема 1). Но это невозможно, 
потому что ad; Aa — ненулевой полупростой эндоморфизм. Сле- 
довательно, a(A,) #0. Поэтому существует единственный эле- 
мент Н.В, такой, что а(Но) =2, и это завершает доказа- 
тельство утверждения (ii). 

в) Выберем в пространстве 4% ненулевой элемент Хо. Суще- 
ствует такой элемент X_,= Q~%, что [X,, X-a] = — H, (Tak как, 
согласно 6), [X,, q-*]=5,). Тогда 


[H,, Xgl = (Но) Ag = 2Xq, ita, A—al el (Ha) X-,=— aan 
[Хь X-g] = — На. 
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Таким образом, подпространство АХ. kRX_, + RH, — подал- 
гебра алгебры Ли 4, и линейное отображение ф алгебры Ли 
81 (2, К) н‚аЕХ. + RX_,-+ RHg, для которого p(X) = Хи, P (X-)= 
=X-_,, Ф(Н)= Но, является изоморфизмом алгебр Ли. 

г) Предположим, что Ап 4” > 1. Пусть у — ненулевой эле- 
мент пространства 4“. В пространстве {y существует такой 
ненулевой элемент Хо, что (у, X,)==0. Выберем элемент X_. 
как в пункте в), и рассмотрим представление 0: Ut > ad, ф (и) 
алгебры Ли 8{(2, К) в пространстве 4. Тогда 


о (Н)у= [Ф(Н), у] =[Нь, у = — 29, 
о (X+) и= [Ф(Х+), y] = [Xe y] = (Xa у) ha =0. 


Таким образом, y — примитивный относительно представле- 
ния о вектор веса — 2, что противоречит предложению 2 из 
$ 1, n°2. Следовательно, утверждение (i) доказано. 

д) Утверждение (111) следует теперь из в). С другой сто- 
роны, если Х,— ненулевой элемент пространства 4“, TO, по- 
скольку dim 9“ =1, элемент X-,, построенный в пункте в), — 
единственный элемент из пространства dd”, такой, что 
[X,, X-,] =— На. Последнее утверждение в (iv) следует из 
пункта в). Ч. Т.Д. 


В дальнейшем мы сохраним обозначения hy, Ha и 8, (Чтобы 
определить элементы Ay, надо в качестве формы (.,.) взять 
форму Киллинга.) Пусть X,— ненулевой элемент простран- 
ства 9%. Тогда изоморфизм ф из теоремы | и представление 
и-> ad; ф (и) алгебры Ли 81(2, k) в алгебре Ли 4 будут назы- 
ваться ассоциированными с Ху. 


Следствие. Пусть Ф — форма Kunnunea на алгебре Ли 4. 
Тогда при любых a, bEh имеет место равенство 


(a, 5) = 2 (avi). 


Действительно, эндоморфизм ada.adb переводит каждое 
корневое пространство 4% в себя, и его ограничение на QŸ — 
гомотетия с коэффициентом Y (а) у (5); если у =2 0, то Ап 4* =1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть а, Ве R — корни. Тогда 
(i) 6 (Hy) Е Z; 
(1) если Ф — форма Киллинга на g, то D(H,, He) & Z. 


Пусть Х. — ненулевой элемент пространства 4“, ар — пред- 
ставление алгебры Ли 81(2,k) в алгебре Ли 4, ассоциированное 
с Хо. Собственными значениями эндоморфизмов P(H) будут 0 
и В(Н.), где BER. Итак, утверждение (i) вытекает из 


4 Бурбаки 
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следствия предложения 2 $ 1, n°2. Утверждение (ii) следует из 
утверждения (i) и следствия теоремы 1. Ч. Т. Д. 


’Пусть aER, Х.— ненулевой элемент пространства 4“, 
X-,— такой элемент пространства 4“, что [Х., X-g] = — На, 
и р— представление алгебры Ли 8(2, К) в алгебре Ли ц, 
ассоциированное с Xu. Пусть m — согласованное с р предста- 
‘вление группы Ли SL(2, Е) в алгебре Ли g ($ 1, n°4, Teo- 
рема 2). Так как эндоморфизм ad X, нильпотентен (гл. VII, 
$ 1, n°3, предложение 10 (iv)), то эндоморфизм x (eX+) = е*“Ха 
является элементарным автоморфизмом алгебры Ли 9. Следо- 
вательно, (SL (2, К)) < Aut, (4). Будем использовать обозначе- 
ние 0 (Г) из $ 1, n°5. Положим для всех {€ А" 


0, (t) = x (@ (0) — prdiXypadt'X_, pad Xe (1) 


Лемма 1. (i) 0,(t).A=A—a(hA)H, для любого В = b. 
(ii) 0, () (q°) = ale (Fa) для всех BER. 
(iii) Если a, BE R — корни, ro В В(Нае PR. 


Пусть АЕБ. Если a(h) =0, то [X,, h] =[X-,, h] =0 и, сле- 
довательно, 09, (f).h=h. С другой стороны, формулы (5) из $ 1, 
n°5, показывают, что 0, ({).H, = -—- Hg. Это доказывает утвер- 
ждение (i). Отсюда следует, что 6, (1)*|} = а. Если хе и 
heb, то 


[h, Ou (1) x] = Ba (0) .[0, (9 A, x] = В (Bu (01). Ou (0 x = 
= (B (4) — a (h) B (Hq) + Ba 0 x = 
= (В — B (Ha) a) (h) . 68 (0х, 


следовательно, 9, reg (На) °, Это доказывает утвержде- 
ние (ii). Утверждение (iii) следует из (ii). 


ТЕОРЕМА 2. (i) Множество Ю = Ю (4, 5) является приведенной 
системой корней в пространстве bh’. 

(ii) Пусть аеЮВ- корень. Отображение Sa, На: Ан À — 
— À(H,)a пространства D в себя — однозначно определенное 
отражение $ пространства \*, для которого $ (a) = — аи $ (®)=К. 
Для любого t= k* отображение $ является сопряженным к OTO- 
бражению 0, (t) |5. 


Во-первых, множество R порождает пространство §", так 
как, если существует такой элемент heh, что а(й)==0 для 
всех че А, то adh=(; отсюда следует, что A ==0, поскольку 
центр алгебры Ли 4 равен нулю. По определению OR. Пусть 
a@R. Так как a(H,)=2, то S=Szq, H, — отражение и $ (a) = 
= — a. По лемме | (iii) имеем s(R)=R и В(Н.) EZ для всех 
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BER (предложение 2 (1)). Следовательно, множество R яв- 
ляется системой корней в пространстве fh". Для всех hE} u 
всех AE bh" выполняются равенства 


(5 (A), № = (A — A(H,) a, В) = 
= (A, h—a(h) На) = A, 0. (1) h). 


Значит, преобразование $ сопряжено с 6,(t)|6. Покажем, на- 
конец, что À — приведенная система корней. Пусть ае>е Ви 
уе 42°. Так как За 62 R (гл. VI, $ 1, n°3, предложение 8), то 
[Xe y] =0; с другой стороны, [Х-а, y] = 4—“+2% — да = АХ, и, 
следовательно, [Ха, [Х-а, y]] =0. Таким образом, 


4y = 2а (На) у = [На, y] = — ПХ, Х-ч|, y] =0, 


откуда у=0 и, следовательно, 42 =0. Иначе говоря, 2а — не 
корень. Ч. Т. Д. 


В дальнейшем мы канонически отождествляем простран- 
ства ри D". Ввиду теоремы 2 (ii) получаем, что (используя 
обозначения гл. VI, $ 1, n°1) | 


H,—=a" для всех aE К. (2) 


Элементы H, составляют, таким образом, систему корней RY 
в пространстве D, дуальную к À. 

Мы будем говорить, что К (4, 1) — система корней расще- 
пленной алгебры Ли ($, 5). Отражения Sa, H, будем обозначать 
просто через s,. Группу Вейля, группу весов, числа Кок- 
стера ... системы корней ЛР (4, 1) будем называть группой 
Вейля, группой весов, числами Кокстера... расщепленной ал- 
гебр» Ли (4, 6). В соответствии с гл. VI, $ 1, n°1, будем рас- 
сматривать действие группы Вейля не только на простран- 
стве В", но и на пространстве §, где оно определяется формулой 
Sa = 0, (1)|В. Так как эндоморфизмы 6, (t) являются элементар- 
ными автоморфизмами алгебры Ли (4), то получаем такое 


СЛЕДСТВИЕ. Каждый элемент группы Вейля расщепленной 
алгебры Ли (a, 5), действующий в пространстве D, является 
ограничением на D элементарного автоморфизма алгебры Ли 9. 


Обратное утверждение см. в $ 5, n°2, предложение 4. 


Замечание 1. Пусть D, (соотв. В) — векторное подпростран- 


ство пространства D (соотв. В“) над Q, порожденное элемен- 
тами Но (соотв. a), где a = À. Тогда пространство b (соотв. f°) 
канонически отождествляется с пространством В, Sa À (соотв. 


4* 
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* * 
Do @о^), а пространство №, отождествляется с дуальным про- 


странством к ba (гл. УТ, $ 1, n° 1, предложение 1). Говорят, что 
пространства D, и 9% — это канонические @-структуры на } и 8" 
(Alg., chap. II, § 8, n°l, définition 1). Когда далее говорится 
о О-рациональности векторного подпространства №, билинейной 
формы Ha D H T. д., то, если не оговорено противное, подра- 
зумевается рациональность относительно указанных @-структур. — 
Камеры Вейля и ячейки системы А ($, 9) в дальнейшем будут 
* 
рассматриваться в пространстве ом Bq Кили do @,R. Эти про- 


странства будут обозначаться через §, и В» соответственно. 


Замечание 2. Система корней RY в пространстве h опреде- 
ляет на D билинейную симметрическую невырожденную форму В 
(гл. VI, $ 1, n°1, предложение 3), а именно форму (а, b)-> 
=> > (а, а) (а, 5). Согласно следствию теоремы 1, эта форма — 

а = 


не что иное, как ограничение формы Киллинга на подалгебру 
Картана 9. Продолжение формы BD, X bg на пространство 
Ho ®, К — положительно определенная невырожденная форма 
(гл. VI, $1, n°1, предложение 3). С другой стороны, обратная 
форма для ограничения на пространство В формы Киллинга 
алгебры Ли 4 совпадает с канонической билинейной формой Dp 
на пространстве D (гл. VI, $ 1, n°12). 

Пусть (41, Di), (Go, Do) — полупростые расщепленные алгебры 
Ли, а ф— такой изоморфизм y на 4, что p(b;) =55. Тогда 
отображение, сопряженное к отображению @|b;, переводит 
систему К (4», 95) в систему Л (4, bi). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть 9 — полупростая алгебра Ли, a Ни 
ho — расщепляющие подалгебры Картана в 3. Гогда существует 
изоморфизм пространства D, на 5, который переводит систему 
корней К (6, bi) в систему корней Ю (4, bo). 

(За более точными результатами мы отсылаем к $3, n°3, 
следствие предложения 10, а также к § 5, n°3, предложе- 
ние 5.) 

Пусть k’ — алгебраическое замыкание поля k, 4’ = @,k’, 
9, =), @,k". Тогда система корней R ($, b;) является образом 
системы корней R (4, b;) при отображении At>A®1 простран- 
ства D; в пространство D ®, А’ =},". По теореме 1 из гл. УП, 
$ 3, n°2, существует автоморфизм алгебры Ли 4’, переводя- 
щий пространство D, в пространство 1.5”, и, следовательно, 
существует изоморфизм ф пространства bh,‘ на пространство }.", 
который переводит систему корней RW, bi) в систему корней 
R (9% b,). Тогда отображение @|b, переводит систему корней 
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Ю (4, 6;) в систему корней Л (4, D) и, следовательно, переводит 
Let 471.8, 

В силу предложения 3 система корней расщепленной ал- 
гебры Ли (4, 5) зависит, с точностью до изоморфизма, только 
от алгебры Ли ди не зависит от h. Поэтому, допуская воль- 


ность речи, группу Вейля, группу весов... расщепленной 
алгебры Ли (4, №) называют просто группой Вейля, группой 
весов... алгебры Ли q (ср. также замечание 2 из $ 5, n°3). 


Если граф Дынкина алгебры Ли 4 имеет тип А; или Ву, ... 
(см. гл. VI, $5, n°2, теорема 3), то говорят, что 4 — алгебра Ли 
типа A, или By, ... 


Напомним, что если a и B— линейно независимые корни, 
то множество таких чисел |, что В- ja=R, является от- 
резком [—q, р] в множестве Z, содержит 0 и p—g = — 6, а“) = 
= — В (Но) (гл. VI, $ 1, n°3, предложение 9). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть а и В — линейчо независимые корни. 
Пусть р (соотв. 49) — наибольшее целое число |, такое, что В-[ ja 
(соотв. В — ja) — корень. 


(i) Векторное подпространство >, 9+ пространства 9 
-qsisp 


является простым 8,-Modynem размерности p+q-+l. 

(ii) Если a+ В — корень, то [g%, aP] = get®. 

Пусть Хо. (соотв. x) — ненулевой элемент пространства 4“ 
(соотв. g°t?*). Тогда 


Le x] = gh t(e+1) Ü = 0, 
[Ha, x] == (BH) + ра (Но) х= (> p-+4+ 2p) x=(p+4q) x. 


Ясно, что относительно представления алгебры Ли 8{(2, К) Bg, 
ассоциированного с элементом Ха, х является примитивным 
элементом веса р- gq; итак, размерность 81(2, К)-модуля 

gPtia равна р+а-1. Ясно также, что этот модуль 


—q4<i<P | 
прост ($ 1, n°2, предложение 2). Если a+BeR, To p>|; 


следовательно, элементы пространства 48 не являются прими- 
тивными, и потому [Xw HP] 0. Поскольку [9°, 98] < qg@t8, 
окончательно получаем, что [g%, 48] = да +В, 


Замечание 3. Напомним, что в силу следствия предложе- 
ния 9 (гл. УГ, $ 1, n°3) целое число p+g-+ | может прини- 
мать лишь значения 1, 2, 3, 4. 


Замечание 4. Пусть (4, 5) — редуктивная расщепленная ал- 
гебра Ли, с — центр алгебры Ли g, g = 94, 9’ =1П49.. Тогда 
h=c Xb’, а пространство D отождествляется с векторным 
подпространством пространства D", Для всех À © b*, таких, что 
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% = 0, примарное подпространство 4^ веса À равно 4/”^!”. Кор- 
нем называется ненулевой вес подалгебры b в 9. Все корни 
обращаются на ¢ в нуль. Символом КЮ (9, 5) обозначается MHO- 
жество корней расщепленной алгебры Ли (9, 5); оно канони- 
чески отождествляется с множеством R (q”, 5’). Пусть ае= А (4,5). 
Как и в полупростом случае, определяются Ва, На, 8а, изомор- 
физмы 81(2, k)— 8, и представление алгебры Ли $1 (2, k) в 9, 
ассоциированное с элементом Хо. То же самое относится 
к группе Вейля, группе весов... расщепленной алгебры Ли 


(9, 5). 


3. Билинейные инвариантные формы 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть (4, 9) — полупростая расщепленная 
алгебра Ли, Ф— билинейная симметрическая инвариантная форма 
на g, а W—epynna Вейля расщепленной алгебры Ли (g, 9). 
Тогда ограничение Ф’ формы D на пространство D инвариантно 
относительно W. Если, кроме того, форма Ф невырожденна, TO 
и форма Ф’ невы рожденна. 


Пусть а=А — корень, Х,— ненулевой элемент простран- 
ства Q%, о — ассоциированное представление алгебры Ли 81 (2, k) 
в пространстве Q, л — представление группы Ли SL (2, К) в про- 
странстве 4, согласованное с р. Тогда форма D инвариантна 
относительно представления P и, следовательно, относительно 
представления x ($ 1, n°4). В частности, форма Ф’ инвариантна 
относительно эндоморфизмов 0,(1)| (n°2) и, следовательно, 
относительно действия группы №. Последнее утверждение сле- 
дует из предложения | (i). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть (9, 5) — полупростая расщепленная 
алгебра Ли и Ф — невырожденная инвариантная симметрическая 
билинейная форма на 9. Выберем для каждого корня A&R 
ненулевой элемент X, в пространстве 4°. Пусть (Н;), _, — базис 
пространства bh u (Hj), _, — такой базис 6h, что O(H,, H;) =6,.. 
Гогда элемент Казимира в универсальной обертывающей алгебре 
алгебры Ли 9 (гл. I, $3, n°7), ассоциированный с формой Ф, 


равен 
x 
» De Ха АР >, На 
ask ie] 


Действительно, из предложения | получаем, что M(H;, X,)— 
— D(H;, X,)=0 для любых i&l,aeR,u 


| 
D (Ge Aus x] = Sas для любых a, BSR. 
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4. Коэффициенты Мо, в 
В этом пункте снова символом (9, b) мы обозначим полу- 
простую расщепленную алгебру Ли. 


Лемма 2. Существует такое семейство (Хо) что для каж- 
дого корня а = КЮ 


ХЕ a2 I. X—]—— He 


a = R? 


Пусть Ю — такое подмножество множества À, что R= 
— RU(—R;) и RN(-R)=®. Для ае ВЮ, выберем в про- 
странстве 4“ произвольный ненулевой элемент Х.. Существует 
единственный элемент X, = 97°, для которого [X,, X-a]l = — На 
(теорема 1 (iv)). Тогда 


X» Xa] = На = — На. Ч. Т.Д. 


Если какое-то семейство (Х.),_› Удовлетворяет условиям 


леммы 2, то все семейства, удовлетворяющие условиям леммы 2, 


имеют вид (Хо) р, THe ЦЕ" и lt-4 = 1 для любого aE К. 


В дальнейшем в этом пункте через (Хо), =p обозначается про- 


извольное семейство, удовлетворяющее условиям леммы 2. Cum- 
волом (., .) обозначается невырожденная инвариантная симме- 
трическая билинейная форма на 9. 


Каждый элемент X = 4 однозначно записывается в виде 


x=h+ 2 Ki, (hE), ше). 


Коммутаторы двух таких элементов вычисляются с помощью 
следующих формул: 
[h, Ха] =a (A) Хо, 
0, если a+ BARU {0}, 
[Xu Xp] = 4 — Ha, если a+ß=0, 
Na, gXarg @сли а-ВеК, 


где №, в — ненулевые элементы поля К. 
Лемма 3. Для любого а К 
| 
(Aus X-a) = — > (Ha, Но). 
Действительно, 


2 (Ха, Xa) = (а (Ha) Ха, Х-о) = (Ho, Xa], Х-а) = 
в 63 [X o, Kl) — ities Но). 
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Лемма 4. Пусть a, ВЕКЮ — такие корни, что а Ве К. 
Пусть р (соотв. 9) — наибольшее целое число |, такое, что B+ 
+ ja = R (соотв. В — ja = R). Тогда 


Na. gV а, utg ~ P g-+ D, (3) 
N ave Ha H,) = I og _в (Нав, Нав), (4) 
Na, ВМ а. -в = (9 IP. (5) 


Пусть © — представление алгебры Ли $[(2, К) в простран- 
стве 4, ассоциированное с элементом Х.„. Элемент е = Xe i pq 
является примитивным элементом веса р + 4 (предложение 4 (i)). 
Положим 

it 
n! 


при nV. 


En == 


Из предложения 1 $ 1 получаем 
(аа Хо) | = (9 + 1) бр-1, 
(ad X_4) (ad Xq) BP 412 Cp: 


Это доказывает формулу (3), потому что e, — ненулевой 
элемент пространства 48. 
В силу инвариантности формы (.,.) справедливо равенство 


Ds Xotglı X_ в) = a (Kar Dem Х- в > 


N- 1.019 Xp X-g) = — М-ва, 5 (Xa+p, X-a-p)s 


что ввиду леммы 3 доказывает формулу (4). 

Ограничение формы (., .) Ha D невырожденно и инвариантно 
относительно группы Вейля (предложение 5). Отождествим 
пространства Ви D с помощью этого ограничения. Если y& Ю, 
то элемент Н, отождествляется с элементом 2у/(у, у) (гл. VI, 


$ 1, n° 1, лемма 2); следовательно, каковы бы ни были корни Y, 
ER, 


откуда 


(у, Y) у) __ (Ho, Hs) 
(5, 5) 6) AH Hy)" (6) 


Таким образом, в силу предложения 10 (гл. VI, $ 1, n° 3) 
получаем 


(«рав _ 9-1 
вв р (И 
Следовательно, из формул (3), (4), (6), (7) вытекает, что 
Nei Neg NU ee 
4 —p 7 а, Rr" -а, а+вВ . На+в) =a 
+1 
=—WN, ВА" а, + - = (g + 1}. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Системой Шевалле расщепленной алгебры Ли 
(4, 5) называется такое семейство (Хо) что 

(i) X, = 4% для всех корней ае К; 

(ii) [X X-,] = — На для всех корней a = В; 

(iii) линейное отображение из 9 в 4, которое равно —1 на b 
и переводит X, в X-„ для всех корней ASR, является авто- 
морфизмом алгебры Ли 4. 


ae R? 


Это определение немедленно распространяется на случай, когда 
(4, 5) — редуктивная расщепленная алгебра Ли. 


Мы увидим ($ 4, n° 4, следствие предложения 5), что си- 
стемы Шевалле расщепленной алгебры Ли (9, 9) существуют. 


Предложение 7. Пусть (Хо) LR — система Шевалле расще- 
пленной алгебры Ли (9,5). Сохраним обозначения леммы 4. 
Гогда Мо, в == Мав & Ма в = = (9-1) для а, В, а ВЕК. 


Пусть ф — автоморфизм алгебры Ли 9, рассмотренный в опре- 
делении 3 (iii), Имеем 


N_a, -вА-а-в =([X_., X в = [Ф (Xa), Ф (X ,)] = 
=p ([Xa, Xe )=@ (Na. вХа+в) = Ма, ВХ og 


откуда получаем, что No, в = М,в. Вследствие формул (5) 
Ма, в = (G+ 1). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть (Ха). «р система Шевалле расще- 
пленной алгебры Ли (a, 1). Пусть М есть 7-подмодуль в В, codep- 


жащий элементы H, и содержащийся в гриппе весов системы RY. 
Пусть 9, — это Z-nodmodyAb в 4, порожденный модулем М u эле- 


ментами Хо. Тогда 9, является Z-nodaneeöpoü алгебры Ли 9 u 
каноническое отображение 4, ®,R в 9 будет изоморфизмом. 


Если a, ВЕЮ — такие корни, что a+ßER, то Nag EZ 


(предложение 7). С другой стороны, если aeRuheM, то 
a(h)=Z (гл. VI, $ 1, n° 9). Это доказывает, что A, есть й-под- 


алгебра Ли алгебры Ли 4. Но М — свободная коммутативная 
группа ранга, равного dim} (Алг., гл. УП, $ 3, теорема |); 
следовательно, A, — свободная коммутативная группа ранга 


4119. Отсюда вытекает последнее утверждение. 


$ 3. Подалгебры расщепленных полупростых алгебр Ли 


В этом параграфе через (4, b) обозначается полупростая рас- 
щепленная алгебра Ли, а через В — ее система корней. 
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1. Подалгебры, устойчивые относительно ad 0 


Лемма 1. Пусть У — векторное подпространство в gu В (У) — 
множество таких корней ае К, что Gg? CV. Наибольшим век- 
торным подпространством пространства V, устойчивым относи- 
тельно множества эндоморфизмов ad, будет подпространство 


(УПИ > ge. 
ae R(V) 


Векторное подпространство пространства У тогда и только 
тогда устойчиво относительно множества эндоморфизмов ad b, 
когда его можно представить в виде 


И — (ИП 2 (Ws) 


(Алг., гл. УП, $ 2, n° 2, следствие | теоремы 1). Следовательно, 
наибольшим подпространством векторного пространства У, 
устойчивым относительно эндоморфизмов adh, является про- 


странство (V NÉ) + 2. (УП 4“). Таким образом, (V [ 4“) = 4° 
ce 
для корней a=R(V), и (УП 4“) =0, если ав R(V), так как 
din g*=— ЧТ. Л, 
Для любого подмножества Р системы корней К положим 


= 2,9, br 
az P а ЕР 


Если PCR nu QC КЮ — два подмножества, то, очевидно, 


Hate, (1) 
[a”, 9°] Fe gP+onR + РП (—О)- (2) 


Напомним (гл. VI, $ 1, n° 7, определение 4), что подмно- 
жество Р системы корней R называется замкнутым, если из 
условий a = P, ВЕР, a+BeER следует, что а-+ ВЕЕР, иначе 
говоря, если (P+HP)NRE P. 


Лемма 2. Пусть bh’ — векторное подпространство простран- 
ства В и P— подмножество системы корней R. Пространство 
D” + 4’ является подалгеброй алгебры Ли 9 тогда и только тогда, 
когда Р — замкнутое подмножество системы корней К, причем 

7 
> dpn-pr 
Действительно, 
[D + 9”, D + ==”, 9°] + La, 97] = 
ao Dpnt-P + [b’, 9°] + QAR, 
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Следовательно, пространство D’ +? является подалгеброй 
алгебры Ли 4 тогда и только тогда, когда 


/ P+P)NR Р 
рей и в ИСЗ, 


что доказывает лемму. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. (i) Подалгебры алгебры Ли à, устойчивые 
относительно эндоморфизмов adh, — это векторные подпиростран- 
ства вида bh’ + 9°, где P — замкнутое подмножество системы 
корней R u D” — векторное подпространство пространства В, co- 
держащее D, _p). 

(ii) Пусть D и D” — векторные подпространства простран- 
ства b, a P, О — замкнутые подмножества системы корней R, 
такие, что Е ch и QCP. Для того чтобы подиро- 


странство 5” + 4® было идеалом в алгебре Ли bh’ + 42, необходимо 
и достаточно, чтобы | 


(P+Q)NRER u breoere (|. Ker a. 


аеЕР, ао 


Утверждение (i) сразу же следует из лемм | u 2. Пусть P, 
О, b’, 6” такие же, как в утверждении (ii). Тогда 


[5 3 ae h” + qe] + Deno) 25 [b’, 9°] = à [h”, ar] nm gPTQnr, 


Следовательно, пространство D” + 48 будет идеалом в алгебре 
Ли 6’-+ 4? в TOM и только том случае, когда 


beim oe ПЕ ЕВ. 
Отсюда вытекает утверждение (ii). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть а — подалгебра алгебры Ли 4, устой- 
чивая относительно эндоморфизмов ad b, и пусть W ch, PCR 
таковы, что а = D” + 4г. 

(i) Пусть TE — множество таких элементов хе В’, что a(x) =0 
для всех а= РГ] (—P). Радикалом алгебры Ли a является алгебра 
Ли + 8®, где О — множество таких корней ac P, что —авЕР. 
При этом пространство 9% — нильпотентный идеал алгебры Ли а. 

(ii) Для того чтобы алгебра Ли à была полупростой, необхо- 
димо и достаточно, чтобы P=—P u bh’ =p. 

(iii) Для того чтобы алгебра Ли a была разрешима, необхо- 
димо и достаточно, чтобы Р[(—Р)= ©. Если это так, то 
[a, a] =”, где 


S=((P + P)MR)U ta & P| a (b’) #0). 


(iv) Для того чтобы алгебра Ли a была редуктивной подалгеб- 
рой в алгебре Ли 9, необходимо и достаточно, чтобы P= -Р. 
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——— 


(v) Для того чтобы алгебра Ли a состояла из нильпотентных 
элементов, необходимо и достаточно, чтобы 1’=0. Тогда 
РП (— Р) = @ и алгебра я нильпотентна. 


Докажем утверждение (v). Если алгебра a состоит из ниль- 
потентных элементов, то очевидно, что она нильпотентна и 
h’ =0, так как элементы подалгебры В полупросты. Предполо- 
жим, что D’ =0. Из предложения 1 (i) вытекает, что РП (—Р) = ©. 
По предложению 22 из гл. VI, $ 1, n° 7, существует такая ка- 
мера С системы корней К, что PCR, (С). Следовательно, су- 
ществует такое целое число n >(, что если a, ..., да ЕРи 


B= RU {0}, то 
Br <<. Fu Pee RU N. 


Отсюда вытекает, что все элементы алгебры Ли 4” нильпо- 
тентны, а это и доказывает утверждение (v). 

Докажем утверждение (iii). Если РП (—Р) = ©, то a? — под- 
алгебра алгебры Ли 4 (предложение 1 (1)); эта алгебра ниль- 
потентна вследствие условия (У). Таким образом | 


a, a] = В, 9°] + ld, 9°] = 1", IR 97; 


следовательно, алгебра я разрешима и коммутант [a, я] равен 4$. 
Если РП(—Р) == ©, то существует такой корень à ЕР, что 
—aeP. Тогда В. - 9% + 4“ — простая подалгебра алгебры 
Ли a, и, следовательно, алгебра Ли а не является разрешимой. 

Докажем утверждение (i). Так как Р — замкнутое множество, 
то (P+Q)N RCP. Если ae P, BER иа-- ВЕК, то корень 
a + В не принадлежит множеству — P, поскольку из замкну- 
тости Р следует, что — В = — а В) - аеР, тогда как ВЕ О. 
Таким образом, (P+Q)NRCQ. Это доказывает, что про- 
странство g2 является идеалом в алгебре Ли a, и в силу 
утверждения (У) этот идеал нильпотентен. Мы получили, что 
РП(—0)=@ и РП(—Р) =РПСО, следовательно, Эрп(-о) © 
ete N Кега. В силу предложения | (ii) пространство 

a=P,aeQ 

f+ 9% является идеалом в алгебре JIu a. Так как ОП (—0) = @, 
то этот идеал разрешим ввиду утверждения (111). Следовательно, 
он содержится в радикале т алгебры Ли a. Так как радикал t 
устойчив относительно всех дифференцирований алгебры Jiu a, 
то т устойчив относительно эндоморфизмов из adh. Тогда 
существует такое подмножество S множества Р, что r= 
= (15) | 43°. Предположим, что а=б и что —a = P. Тогда 
ba = [9%, 4“ ст, следовательно, 4—“ = [, 4“ Cr и, таким 
образом, —a@S. Ввиду утверждения (iii) это противоречит 
TOMY, что алгебра Ли т разрешима. Поэтому SQ. Наконец, 
если xetfb и если aePf(—P), то [х, 9] < 99° Пт=0, а 
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значит, а (х) =0, что дает включение хе. Таким образом, 
С Ё- 4%, и утверждение (i) доказано. 

Докажем утверждение (iv). Ввиду утверждения (i) для полу- 
простоты присоединенного представления алгебры Ли а в ал- 
гебре Ли 4 необходимо и достаточно, чтобы эндоморфизм Ad, x 
был полупрост для всех хеЕЁ- g@ (гл. I, $6, n° 5, теорема 4); 
по утверждению (V) для этого необходимо и достаточно, чтобы 
Q= ©, т. е. чтобы Р=—Р. 

Докажем утверждение (1). Если я — полупростая алгебра 
Jiu, то вследствие утверждения (i) Р= — Р, а значит, hp ch’. 
Более того, ac [а, а] < Ур + 9°, и потому 57 = bp. Если P= — P 
и b’=—bp, то по утверждению (iv) алгебра Ли a редуктивна 
и a= ) 8&3 следовательно, а== [а, a] и алгебра Ли a полу- 

ge P 
проста. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть а — полупростая подалгебра алгебры 
Ли 9, устойчивая относительно adh, и пусть P — такое под- 
множество системы корней R, что я= Бр + 9”. Гогда 

(i) bp — расщепляющая подалгебра Картана алгебры Ли a; 

(ii) система корней расщепленной алгебры Ли (a, bp) состоит 
из ограничений на подалгебру bp элементов множества Р. 


Поскольку подалгебра Ли bp устойчива относительно ad b, 
то ее нормализатор в алгебре Ли а устойчив относительно ad В 
и, следовательно, имеет вид dp + 4%, где QCP (лемма |). 
Если а О, то 


g* =[ba, 9°] <= [Вь, 9°] <= bp, 


что приводит к противоречию. Следовательно, Q = @ и алгебра 
Ли bp совпадает со своим нормализатором в алгебре Ли а. 
Это доказывает, что она является подалгеброй Картана ал- 
гебры Ли a. Если x =», To эндоморфизм ad,x и a fortiori 
эндоморфизм Ada X приводятся к треугольному виду. Итак, мы 
доказали утверждение (i), а утверждение (ii) очевидно. 


Из предложения | (i) следует, что подалгебрами алгебры 
Ли 4, содержащими алгебру Ли 5, являются множества вида 
b+ 47, где Р — замкнутое подмножество системы корней À. 
В силу предложения 3 гл. УП, $ 3, n°3, каждая подалгебра 
Картана алгебры Ли Ь--4” является подалгеброй Картана 
алгебры Ли 4. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть а — подалгебра алгебры Ли 4, со- 
держащая D, x — произвольный элемент из алгебры Ли a, а 
$ и п—его полупростая и нилепотентная компоненты. Тогда 
seaunea. 
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Имеет место включение (ad х) aa; следовательно, (ads)aca 
и (adn)aŒa. Так как алгебра Ли à совпадает со своим нор- 
мализатором в A (гл. УП, $ 2, n° |, следствие 4 предложения 4), 
TOSGaunnea. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть P — замкнутое подмножество системы 
корней КЮ. 

(i) Для того чтобы алгебра Ли 5-3? была разрешимой, 
необходимо и достаточно, чтобы РГ (—Р) = ©. Если это условие 
выполняется, то [b + 9°, b+ 9°] = 4°. 

(ii) Для того чтобы алгебра Ли b+ 4” была редуктивной, 
необходимо и достаточно, чтобы P= — P, 


Утверждение (i) следует из предложения 2 (iii). Если P = —P, 
то алгебра Ли Э-- 4” редуктивна (предложение 2(iv)). Пред- 
положим, что A = № + 4” — редуктивная алгебра Ли. Тогда 


g° =[b, 9] < fa, a] <b + 9’, 


а следовательно, коммутант [a, я] имеет вид bh’ + 4, где bh’ ch; 


так как алгебра Ли [a, a] полупроста, то P = — P (предложе- 
ние 2 (ii)). 
2. Идеалы 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть Ry, ..., R, — неприводимые компо- 
ненты системы корней Ю. Для 1=1,..., р положим 4; — 
— Dr, + gi, Гогда A, ..., Ip — простые слагаемые алгебры Ли ц. 


Алгебры Ли 9; — идеалы алгебры Ли q (предложение | (ii)). 
Ясно, что пространство Q является прямой суммой пространств 4;; 
следовательно, алгебра Ли à — прямое произведение алгебр qj. 
Пусть а и b— дополнительные друг к другу идеалы алгебры 
Ли 9. Тогда идеалы à и В полупросты. и устойчивы относительно 
эндоморфизмов adb. Поэтому существуют такие подмноже- 
ства P, @ системы корней R, что a = р + 9”, В = Во + 9%. Про- 
странства bp, Во являются взаимно ортогональными относи- 


тельно формы Киллинга дополнительными подпространствами 
в пространстве $. Следовательно, Р и @ являются объедине- 
ниями неприводимых компонент системы корней К. Это дока- 
зывает, что 49; — минимальные идеалы в алгебре Ли 4. 


СлЕдствиЕ 1. Чтобы алгебра Ли 3 была проста, необходимо 
и достаточно, чтобы система корней Ю была неприводимой (иначе 
говоря, чтобы ее граф Дынкина был связен). 


Это следствие вытекает из предложения 6. 
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Алгебра Ли a называется абсолютно простой, если для 
любого расширения К’ поля k k’-anre6pa Ли a) проста. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Расщепленная простая алгебра Ли абсолютно 
проста. 
Это вытекает из следствия |. 


Если 4— алгебра Ли типа A, (>|), В; 1210, С, (>|) 
или D, (123), то 9 называется классической простой расщепляе- 
мой алгеброй Ли. Если 4 — алгебра Ли типа Eg, E;, Es, Е4 или Go, 
то 4 называется исключительной (или особой) простой расщеп- 
ляемой алгеброй Ли. 


3. Подалгебры Бореля 


TIPEQMOKEHHE 7. Пусть b= + a? — подалгебра алгебры Ли à, 
содержащая b. Следующие условия эквивалентны: 

(i) Б — максимальная разрешимая подалгебра алгебры Ли 9; 

(ii) существует такая камера С системы корней R, что P= 


— 
— 


+ ’ 

(iii) РП(- P) = @ и PU(—P)=R. 

(1) = (ii). Если алгебра Ли b разрешима, To P(}(—P)=—@. 
Следовательно, существует такая камера С системы корней R, 
что PCR, (С) (гл. УГ $ 1, n° 7, предложение 22). Тогда про- 
странство ee разрешимая подалгебра алгебры Ли g, 
содержащая В и, следовательно, совпадающая с b, если 
b — максимальная разрешимая подалгебра Ли. 

(ii) = (iii). Это очевидно. 

(iii) = (i). Предположим, что РП (—Р)= ©) и что PU(—P)=R. 
Тогда В — разрешимая алгебра Ли. Пусть 5’ — разрешимая под- 
алгебра алгебры Ли a, содержащая В. Существует такое 
подмножество О системы корней Ю, что b’=h+ 9%. Тогда 
ОП (— 0) = @ и ОЗР, а следовательно, Q =Р и №’ = В. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Подалгеброй Бореля расщепленной алгебры 
Ли (9, 1) называется подалгебра алгебры Ли à, содержащая под- 
алгебру Картана D и удовлетворяющая эквивалентным условиям 
предложения 7. 

Подалгебра В расщепляемой алгебры Ли 9 называется nod- 
алгеброй Бореля алгебры Ли 4, если в 9 существует такая 
расщепляющая подалгебра Картана В’, что В является под- 
алгеброй Бореля расщепленной алгебры Ли (9, 6’). 


Пусть (a, D) — редуктивная расщепленная алгебра Ли. Пусть 
9 =СХ $, где с — коммутативная алгебра Ли, а 8 — полупростая. Под- 
алгеброй Бореля расщепленной алгебры Ли (9, №) называется под- 
алгебра алгебры Ли g вида c Xb, где D — подалгебра Бореля pac- 
щепленной алгебры. Ли (8, § 1) 8). | 
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В обозначениях предложения 7 подалгебру b называют под- 
алгеброй Бореля алгебры Ли 4, определенной алгеброй Кар- 
тана № и камерой С (или алгеброй Картана \ и базисом си- 
стемы корней À, ассоциированным с С). 


Замечание. Отображение, которое камере С системы корней R 
ставит в соответствие R,(C), является инъективным (гл. VI, 
$ 1, n°7, следствие | предложения 20). Следовательно, 


Cr 5 + 4^+ © — биективное отображение множества камер 
системы корней К на множество подалгебр Бореля расщеплен- 
ной алгебры Ли (4, 5). Таким образом, число подалгебр Бореля 
расщепленной алгебры Ли (4, 9) равно порядку группы Вейля 
системы корней R (гл. VI, $ 1, n° 5, теорема 2). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть b— подалгебра алгебры Ли 4, а 
Е’ — расширение поля К. Тогда В ©, Е’ будет подалгеброй Bopean 
расщепленной алгебры Ли (9®, Е’, b @,k’) в том и только том 
случае, когда № — подалгебра Бореля расщепленной алгебры Ли 


(9, 5). 


Это предложение очевидно ввиду утверждения (11) предло- 
жения 7. 


ПредложЕНИЕ 9. Пусть 6 — подалгебра Бореля расщепленной 
алгебры Ли (9, 5), определенная камерой С системы корней К. 
Пусть n= ght = >> (би [= т. 

1 ask, a>0 

( Если heh и хе, то характеристический многочлен 


эндоморфизма ad, (h + x) равен T' II —a(a)). 
aeR 


(ii) Наибольший нильпотентный идеал подалгебры Бореля b 
равен и п, и [b, В]. Он совпадает с множеством тех элементов 
подалгебры Ъ, которые нильпотентны в алгебре Ли 9. 

(iii) Пусть В — базис системы корней R, определенный каме- 
рой С. Для любого WEB пусть Х, — ненулевой элемент из 
пространства 9%. Тогда набор элементов (Х.),_в порождает 


алгебру „и п. Имеет место равенство 
[= gt 
а=К, a>0, a&B 
На пространстве be, существует такое упорядочение, согла- 


сованное со структурой векторного пространства, что элементы 
из R,(C) положительны относительно этого упорядочения 
(гл. VI, $ 1, n° 7). Пусть элементы A, x такие же, как в утвер- 


ждении (i), иуеЕ ДЗ". Тогда [A+ x, y] —a(h)y + г, где z e2 08. 
>a 


Следовательно, в подходящем базисе пространства $ матрица 
преобразования ad, (й | x) имеет следующий вид: 
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1) это нижняя треугольная матрица; 

2) на ее диагонали стоят числа 0 (l раз) и a(h) для всех 
корней а = À. 

Это рассуждение доказывает утверждение (1). Отсюда также 
следует, что характеристический многочлен эндоморф изма 


ads (h-+ x) равен Т’ |] (7 —a(A)). Поэтому множество эле- 
а=К. (С) 

ментов из подалгебры Бореля В, нильпотентных в алгебре 4, 
с одной стороны, и наибольший нильпотентный идеал под- 
алгебры Бореля db, с другой стороны, равны п. Из предложе- 
ния 5 (i) получаем, что ı=[b, В]. Наконец, утверждение (iii) 
следует из предложения 4(ii) $ 2 и предложения 19 гл. VI, 
1.108, 


CNEACTBHE. Пусть b — nodaneeöpa Бореля алгебры Ли 9. 

(i) Каждая nodaneeöpa Картана алгебры Ли b является рас- 
щепляющей подалгеброй алгебры Ли 9. 

(ii) Если 4, bo — подалгеебры Картана алгебры Ли В, то 


’ d 
существует такой элемент x =[b, b], что e*°8*h, = bo. 


Утверждение (i) следует из предложения 9 (i) и из предло- 
жения 3 гл. УП, $ 3, n° 3. Утверждение (ii) следует из пред- 
ложения 9 (ii) и теоремы 3 гл. УП, $ 3, n° 4. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть В, b’ — подалгебры Бореля алгебры 
Ли 9. Тогда существует расщепляющая подалгебра Картана 
алгебры Ли 9, содержащаяся в bN®. 

Пусть  — подалгебра Картана алгебры Ли В, n=[b, b], 
= 6’, В], р=ЬПЬ и $8 — векторное подпространство про- 
странства 4, дополнительное к b-+ №. Обозначим через oe i, 
b’+ пространства, ортогональные к 8, Ви В’ соответственно 
относительно формы Киллинга алгебры Ли 9. Положим 
[= dimb, п = айпи, p=dimp. Тогда ай 6 = ап” =1- п, 

dim $“ = ди (6+ 6’) =2(/+n)—p 
и, значит, 


dim (8* Пр) > dim 8* + dim p — ани 9 = 
=2(1+n)—ptp—(l+2n=l. (3) 


Вследствие предложения | из $ 2, n° 2, имеют место включе- 
"4 
Cana nobt,n Cf’. Элементы пространства Pf нильпотентны 
в 9 (предложение 9 (ii)) и принадлежат №’, а значит, принад- 
лежат И’ (предложение 9 (ii) Следовательно, „ПисиЙи’ < 
si ЙЕ Е 
6 Nb , откуда вытекает, что 8"ПрПп==0. Учитывая фор- 


1 
мулу (3), мы видим, что пространство $` [| ) является дополнением 
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к пространству п в пространстве В. Пусть 2 — регулярный 
в 4 элемент алгебры D; тогда существует такой элемент 


y En, что itzes Ni По предложению 9 (i) эндоморфизм 
ad, (y-+ 2) имеет тот же характеристический многочлен, что 
и эндоморфизм ad, 2. Поэтому x = y + = — регулярный элемент 
алгебры Ли 9 и а fortiori алгебр В и № (гл. VII, $ 2, n° 2, 
предложение 9). Так как ранги алгебр Ли g, В и b’ одинаковы, 
то пространство 59 (x) = g° (x) = 5’ (x) является подалгеброй Кар- 
тана одновременно в алгебрах В, ди DW’ (ra. VII, $ 3, n°3, 
теорема 2). Наконец, эта подалгебра Картана алгебры Ли q 
является расщепляющей по следствию из предложения 9. 


СлеЕдствиЕ. Группа А. (4) транзитивно действует на множе- 
стве пар (1, В), где Ё— расщепляющая подалгебра Картана ал- 
гебры Ли 9, а В — nodaneeöpa Бореля расщепленной алгебры 
Ли (8, 9). 


Пусть (&, В.) и (1, bo) — две таких пары. Существует pac- 
щепляющая подалгебра Картана f алгебры Ли 4, содержащаяся 
в 6, ПЬ. (предложение 10). Согласно следствию предложения 9, 
все сводится к случаю, когда # =Ь = Пусть $ — система 
корней расщепленной алгебры Ли (4, f). Тогда существуют такие 
базисы B,, В. системы корней $, что подалгебры Бореля В; acco- 
циированы с базисами В; (1=1, 2), и существует элемент 
$ ЕЯ ($), который переводит В; в By. Наконец, существует 
такой автоморфизм ae Ащ, (4), что alf=s ($ 2, п°2, след- 
ствие теоремы 2). Тогда a(f) =f u a(b;) =Ъ.. 


4. Параболические подалгебры 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть p=bh+ 4” — подалгебра алгебры 
Ли 9, содержащая h. Тогда следующие условия эквивалентны: 

(i) алебра Ли P содержит подалгебру Бореля расщепленной 
алгебры Ли (, 9); 

(ii) существует такая камера С системы корней R, что 
РАК. 6 

(iii) подмножество Р является параболическим, иначе говоря 
(гл. УГ, $ 1, n°7, определение 4), PU(— P)=R. 


Условия (i) и (ii) эквивалентны по предложению 7. Усло- 
вия (ii) и (iii) эквивалентны по предложению 20 гл. VI, $ 1, n°7. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Параболической подалгеброй расщепленной 
алгебры Ли (4, 6) называется подалгебра алгебры Ли 3, codep- 
жащая D и удовлетворяющая эквивалентным условиям предло- 
жения 11. Параболической подалгеброй в $ называется пара- 
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болическая подалгебра расщепленной алгебры Ли (x, В’), ede 
D’ — некоторая расщепляющая подалгебра Картана алгебры à. 


Это определение немедленно распространяется на случай, когда 
(9, D) — редуктивная расщепленная алгебра Ли. 


Замечание. Пусть В — базис системы корней R и b — соот- 
ветствующая подалгебра Бореля. Если » CB, то обозначим 
через Q, множество линейных комбинаций с коэффициентами <0 
элементов из 2; положим Р (>) =К. (В) ЦО; и =. 
По лемме 3 и предложению 20 гл. VI, $ 1, n°7, пространство р; 
является параболической подалгеброй, содержащей b, и все 
параболические подалгебры алгебры Ли 4, содержащие b, 
получаются таким образом. 


Лемма 3. Пусть У — конечномерное векторное пространство, 
$ — система корней в пространстве V*, P — множество пара- 
болических подмножеств системы 5. Пусть GH — множество 
гиперплоскостей вида Кега для всех aES u FT — множество 
ячеек пространства У относительно множества гиперплоскостей 6 
(гл. \, $ 1, n°2, определение 1). 

Если РЕФ, то пусть Е(Р) — множество таких элементов 
ve V, что a(v)>0 для всех корней aeP. Если FEF, то 
пусть P(F) — множество таких корней а=5, что a(v) 20 для 
всех элементов 9 ЕЁ. 

Тогда Е->Р (Е) — биективное отображение множества F 
на множество P; для любой ячейки Е = Я множество Е (Р (F)) 
равно ее замыканию. 


а) Пусть PE. Существуют такие камеры С системы $ 
и подмножество » базиса В (С), что Р = 5$. (С) 0 О, где Q — мно- 
жество линейных комбинаций с коэффициентами < 0 элементов 
из & (гл. VI, $ 1, n°7, предложение 20). Положим 


ВС) = tay, «++, GH}, a a 
Если ve V, To следующие условия эквивалентны: 
а (9) >0 для всех корней a = P; 
a (9) = 0,..., м0) >60, a (2) <0, ... №0: 
a, (0) =... =a, (0) = 0, Oya) (9) 20, ..., a; (0) 20. 


Следовательно, множество F(P) совпадает с замыканием 
множества 


{vu = V ja, (9) =... =a, (v) =0, an (9) > 0, ..., a, (v) > 0}, 
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которое является ячейкой Г относительно множества гипер- 
плоскостей 4. Действительно, каждый элемент множества 
$ — линейная комбинация корней QG, ..., а, с коэффициентами, 
которые или все 20, или все <0. С другой стороны, если 
B = ша; + ка + ила; = 5, TO 


B= P(F) Sums 20, ..., 4 BOS 
RES, (С) или (—BPBES4(C) и ит =... =U, = 0)> 
<>ßBeS,(C)UQ=P. 


Следовательно, P(F)=P. 

6) Пусть FGF. Ясно, что P(FJ)EF. С другой стороны, 
множество Ё содержится в замыкании некоторой камеры отно- 
сительно множества гиперплоскостей H (гл. V, $ 1, n°3, фор- 
мулы (6)) и, значит, является ячейкой относительно множества 
стенок этой камеры (гл. V, $ 1, n°4, предложение 9). Поэтому 


множество F имеет вид {ve И|а(5) 20 для всех а=Т}, где 
Т — подмножество системы $, в качестве которого, очевидно, 


можно взять P(F). Итак, F=F(P(F)) Ч. Т. 1. 


Если PE P, то ячейка F, такая, что P=P(F), называется 
ассоциированной с множеством Р и обозначается через F(P). 
Эти соглашения распространяются на случай, когда (4, 1) — 
редуктивная расщепленная алгебра Ли. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть HH — множество гиперплоскостей 
пространства D, являющихся ядрами корней из К. Обозначим 


через Я множество ячеек пространства be относительно мно- 


жества гиперплоскостей 6, а через У — множество параболи- 
ueckux подалгебр расщепленной алгебры Ли (4, 5). Для алгебры 
Ли p=h+q? = 9 обозначим через F (р) ячейку, ассоциирован- 
ную СР. Тогда $ > Е (р) — биективное отображение множества P 
на ¥. Если M1, pp P, то 


PH > Po<> F (1) = Е (pe). 
Это предложение непосредственно следует из леммы 3. 


Пример. Параболическим подалгебрам расщепленной ал- 
гебры Ли (4, 5), содержащим алгебру Бореля В, соответствуют 
ячейки, которые содержатся в замыкании камеры, ассоцииро- 
ванной с алгеброй Бореля b (см. приведенное выше замечание). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 13. Пусть p=bh+ 9? — параболическая под- 
алгебра расщепленной алгебры Ли (9, 5), Q — множество таких 
корней a = P, что — a EP, и 8—D + 9РПСР. Тогда р =8 @ 4%, 
где $ — редуктивная подалгебра в 9, а 9? — наибольший HUND- 
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потентный идеал и нильпотентный радикал алгебры Ли }. Центр 
алгебры Ли P равен нулю. 


По предложению 2 алгебра Ли 8 редуктивна B Qu 4®—ниль- 
потентный идеал в }. Если 1 — наибольший нильпотентный 
идеал в }, то “< пс + (предложение 2 (1)). Если хи ПБ, 
то эндоморфизм adyX нильпотентен; следовательно, a(x) — 0 
для всех корней a@P, поэтому х=0. Это доказывает, что 
И = 4. Так как [h, 9%] = 9%, то нильпотентный радикал алгебры 
Ли P содержит 9% и, значит, равен 49. Пусть z=h+ У и, 


a=zP 
(где heb, u, 9%) — элемент из центра алгебры Ли p. Для 
всех 4 Eh имеем 0=[h’, 2] = > а (h’)u,; следовательно, U, =0 
для всех корней a & P. Тогда [й, 88] =0 для всех корней ВР, 
а значит, A = 0. 


5. Нерасщепленный случай 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Пусть К’ — расширение поля Ки oy = 1®,k’. 
Пусть М — подалгебра Ли в gum =ш®, к’. Если m’ — пара- 
болическая подалгебра (соотв. подалгебра Бореля) алгебры Ли %, 
TO m — параболическая подалгебра (соотв. подалгебра Бореля) 
алгебры „Ли 9. 


Ввиду предложений 8 и Il достаточно доказать, что Mm 
содержит расщепляющую подалгебру Картана алгебры Ли q. 
Пусть b — подалгебра Бореля алгебры Ли 9. Тогда 5’ = ®, А” — 
подалгебра Бореля алгебры Ли 9, а следовательно, алгебра 
Ли MN содержит подалгебру Картана алгебры Ли 4’ (пред- 
ложение 10). Пусть Ё— подалгебра Картана в mf}b. Тогда 
©, Е’ — подалгебра Картана в м’ [| 5’, а значит, ив q” (гл. УП, 
$ 3, n°3, предложение 3). Поэтому Î— подалгебра Картана 
алгебры Ли 9, причем это расщепляющая подалгебра Картана, 
так как она содержится в 6. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть а — полупростая (или, более общо, 
редуктивная) алгебра Ли и k — алгебраическое замыкание поля k. 
Подалгебра M алгебры Ли я называется параболической (соотв. 
подалгеброй Бореля), если m @,k — параболическая подалгебра 


(соотв. подалгебра Бореля) в алгебре Ли a®,R. 


Если я — расщепляемая алгебра Ли, то предложение 14 
показывает, что это определение эквивалентно определению 2 
(соотв. определению 1), 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 15. Пусть а — редуктивная алгебра Ли, k’— рас: 
ширение поля Е и тр— подалгебра алгебры Ли a. Для того 
чтобы алгебра Ли м была параболической подалееброй (соотв. 
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подалгеброй Бореля) в a, необходимо и достаточно, чтобы ал- 
гебра Ли ш®,Е’ была параболической подалгеброй (соотв. 
подалгеброй Бореля) 8 a ®, К’. 


Это предложение непосредственно следует из предложения 14. 


$ 4. Расщепленные полупростые алгебры Ли, 
определяемые приведенной системой корней 


1. Размеченные полупростые алгебры Ли 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть (4, 5) — полупростая расщепленная 
алгебра Ли, Ю — ее система корней, В — базис системы R u 
(п (а, B)), gen — Соответствующая этому базису матрица Кар- 
тана. Пусть Хе NN, Х- Е“ для любого ае В. Тогда для 
любых элементов a, Ве В имеют место равенства 


[Ha, Ha] =0, (1) 

[Нь, Xe] =n (В, a) Xp, (2) 

[Hq, X-g] =—nB, a) Xp, (3) 

[Xe Xg] =0, ecru aß, (4) 

Я * X,=0, если a 5 В, (5) 
(ad X_q)' "9 X_,=0, если аз В. (6) 


Семейство (Н.),_в является базисом подалгебры bh. Если X,Æ0 


и X_,=0 при всех ав В, то алгебра Ли 9 порождается мно- 
жеством всех элементов Ху и X-. (a = В). 


(Отметим, что если а, ВЕ В иа-=- В, то п (В, a) будет ‘целым 
числом SO, поэтому формулы (5) и (6) имеют смысл.) 

Формулы (1), (2) и (3) очевидны. Если a8, то элемент 
Б — à не является корнем, так как все корни представляются 
как линейные комбинации элементов из В с целыми коэффи- 
циентами одного знака (гл. VI, § 1, n°6, теорема 3). Это 
доказывает формулу (4). Вследствие предложения 9 из гл. УТ, 
$ 1, n°3, мы также получаем, что а-серия, определенная эле- 
ментом В, имеет вид 


{B, Ba, ..., B-nß, a)o}. 


Поэтому В- (1 — п 68, a))a@R, что доказывает формулу (5). 
Равенство (6) получается аналогичным образом. Семейство 


(Н). в Является базисом для HT. a следовательно, и для 1. 
Если Х. 520 и Х-==0 для всех ае В, то [X,, X-,] = На 


—————— 
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и Л. 0. Таким образом, последнее утверждение следует из 
предложения 9 (iii), $ 3, n°3. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть (a, 6) — полупростая расщепленная 
алгебра Ли, a Ю —ее система корней. Мы будем называть 
разметкой расщепленной алгебры Ли (4, 9) пару (В, (Ха) св), 
где В — базис системы корней КЮ, а X. — ненулевой элемент 
пространства 4“ при каждом а = В. Набор (9, В, В, (Ха). в), где 
(g, 9) — расщепленная полупростая алгебра Ли, а (В, (Хо) в) — 
разметка алгебры Ли (9, В), называется размеченной полупростой 
алгеброй Ли. 


Разметкой алгебры Ли 4 называют разметку расщепленной 
алгебры Ли (4, 6), где b — некоторая расщепляющая подалгебра 
Картана в 4. 

Пусть 


= (a1, Di, By, В. И dy = (Mo, Yo, В», [pes 


— две размеченные полупростые алгебры Ли. Изоморфизмом 
алгебры Ли a; на алгебру Ли a, называется изоморфизм ф 
алгебры Ли 41 на алгебру Ли qo, который переводит подалгебру by 
в подалгебру 55, базис В, в By и элементы x, B en для всех 
а= В, (где 4ф — отображение, контрагредиентное к отображе- 
нию @|dı). Если эти условия выполняются, то говорят также, 


что отображение ф переводит разметку (Bi, (x!) B pa3MeTKy 


(Bo, (35) i : | 

Если (В, (Ха) -в)— разметка ee алгебры Ли (9, b), 
TO для каждого элемента a = В однозначно определен элемент 
X_, из подпространства 4-“, для которого [Хо, Х-а| = — На 
($2, n°2, теорема | (iv)). Семейство элементов (Xa), epui— в) МЫ 
будем называть системой образующих, определенной данной 
разметкой (ср. предложение 1). Эта же система образующих 
определяется разметкой (— В, (Ха). =_в). Пусть для каждого 
корня а= В |) (— В) задан такой элемент {, € А", что t,t_,~=1 
при всех a& В. Тогда семейство (Хо) =ви (в, бУдет системой 


образующих, определенной разметкой (В, («Хоаев)- 


2. Предварительная конструкция 


В этом и следующем пунктах мы будем обозначать через К 
приведенную систему корней в векторном пространстве И, 
а через В — некоторый базис системы À. Обозначим через 
(п (а, В)) в-в матрицу Картана относительно базиса В. На- 


помним, что п (а, В) == (а, BY). Мы докажем, что система À 
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является системой корней некоторой однозначно определенной 
расщепленной полупростой алгебры Ли; мы увидим, что такой 
алгеброй будет алгебра Ли, определенная соотношениями 
предложения 1. 


Конструкция этого пункта может быть применена к любой квад- 
ратной матрице (п (a, B)), вев над №, определитель которой не равен 


нулю и для которой п (а, а) =2 при всех a& В (см. гл. VI, $ 1, n° 10, 
формула (14)). 


Пусть Е — свободная ассоциативная алгебра над множе- 
ством В над полем К. Напомним, что Е — градуированная ал- 
гебра типа М (Alg, chap. III, § 3, n° 1, exercice 3). Для каждого 

0 0 0 
а = В мы построим эндоморфизмы X_a, На, Ха векторного 


пространства Е степеней |, 0, —1 соответственно. Для любого 
слова (01,..., On), составленного из элементов множества В, 
положим 

а ee а) = (а, к ааа a)» (7) 


n 


п (а, «)) see бр (8) 


i=1 


Но (a, eT a,) -(- 


Элементы Х (4, ..., @,) определяются индукцией по и по 
формуле 
Жо (Gye +++, ID 0—6. „|, ee «os 8), (9) 


—0ı 


rie да. а — символ Кронекера. Если (a,..., &,) — пустое слово, 
то № (а,..., @,) мы полагаем равным нулю. 


Лемма 1. Для любых корней а, B&B имеют место равенства 


[Ха, Х- «| = — На (10) 
[На, НВ] =0, (11) 
CH, Хз] = п (8, а) Xp, (12) 

[На, Хв| = — (В, a) XI, (13) 

[xe Х№в|=0, если a8. (14) 


Действительно, соотношение (9) означает, что 


(XG Reg) (Gp ee Gq) = (Kray Ха) (Gp er Ge) — ва, „На (Ar); 
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это доказывает формулы (10) и (14). Соотношение (11) оче- 
видно. Вследствие этого 
[Hé Х в] (а, +, On) = 


= H? (В, 0; a,) + (2 nla «)) 6. A, ..., On) = 


= 
= — nip, a) (B, Gi, ..., An) = 
= — п (В, a) ХВ (6, ...у a, ), 


что доказывает равенство (13). Наконец, 
0 = [На, [X X*y]] (ввиду (10), (11), (14)) = 
= На, Xb], X+y]+([Xs, LHe, Xu] = 
= Но, Xs] —n(y, в) Xs, X+y] (ввиду (13) = 
=[[Ha, Xs] — п (В, а) Xp, Ху] (ввиду (14). (15) 
Если мы рассмотрим пустое слово, то очевидно, что 
([На, Xp] — и (В, ©) Хв) (2) =0, 
и вследствие равенства (15) 
(LH, Хв] — п (В, а) Хв) ХХ... X, (0) =0 
при любых Yi, ..., \„ Е В; это доказывает формулу (12). 


0 0 
Лемма 2. Все эндоморфизмы Ха, Hp, Хо, где а, В, уе В, 
линейно независимы. 


0 
Так как X_4(@)—a, то ясно, что эндоморфизмы X. ли- 
нейно независимы. Предположим, что У авН® = 0. Тогда для 
Qa 


любого элемента BE B имеет место равенство 
0 = [2 aH, x] = — У agn (В, a) X°¢. 
Qa Qa 
Так как det(n(B, a)) == 0, то а, ==0 для всех a. Предположим, 
что >, OgXy=0. Вследствие формул (7), (8), (9) 
a (В) —0, 
Xa (В, В) == 200, 88 


для любого BEB. Из этих равенств следует, что а, =0 для 
всех В. Так как степени эндоморфизмов Хи, Bu, равны 
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соответственно —1, 0, 1, то утверждение леммы следует из 
доказанных выше утверждений. 


Обозначим через [ множество BX {—1, 0, 1}. Положим 
Ха = (а, —1), A. = (а, 0) и х- = (а, 1). Пусть à — алгебра Ли 
с системой образующих [ и следующим множеством опреде- 
ляющих соотношений AR: 


[Aa hol, 
[tas Xgl — п (В, dx, 
(ho. Kol + п (В, a) X_p 
ia в + fs 

[re X_g], если а5=В 


(см. ra. II, § 2, n°3). По лемме 1 однозначно определено ли- 
нейное представление р алгебры Ли A в пространстве Е, для 


которого 
0 (x,) = Хо, p (h,) — Но, р (x_,) =X? . 


Используя лемму 2, получаем отсюда следующий результат: 


Лемма 3. Множество канонических образов в A элементов 
о he, x-,, где a, В, YEB, линейно независимо. 

В дальнейшем мы отождествляем элементы ха, Йа, X-a © UX 
каноническими образами в алгебре Ли а. 


Лемма 4. Существует единственный инволютивный автомор- 
физм 9 алгебры Ли a, для которого 


0 (xq) =х_о, 0 а = Аа, 0 (Aq) Sos ha 
при всех ae В. 


Действительно, ясно, что существует инволютивный авто- 
морфизм свободной алгебры Ли L(/), удовлетворяющий данным 
условиям. Множество AU(— A) устойчиво относительно этого 
автоморфизма, поэтому он определяет при переходе к фактор- 
алгебре инволютивный автоморфизм алгебры Ли a, удовлетво- 
ряющий условиям леммы. Такой автоморфизм единствен, так 
как алгебра Ли а порождается своими элементами Ха, Au Х-а 
(a = B). 


Данный автоморфизм называется каноническим инволютивным 
автоморфизмом алгебры «и я. 


Пусть О — группа радикальных весов системы À; группа Q 
является свободным 7-модулем с базисом В (гл. IV, $1, n°9). 
На свободной алгебре Ли L(/) можно определить такую гра- 
дуировку типа ©, что ха, Ва, Ха будут элементами степеней 
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a, 0, — a соответственно (гл. II, § 2, n°6). При этом все эле- 
менты множества A будут однородными. Следовательно, на 
пространстве я единственным образом определяется градуи- 
ровка типа ©, согласованная со структурой алгебры Ли на a, 
относительно которой элементы ха, Aa, X_a имеют степени а, 
0, — а соответственно. Для произвольного элемента LW &Q мы 
будем обозначать через A множество однородных элементов 
степени U в алгебре Ли 4 относительно указанной градуировки. 


Лемма 5. Пусть zea. Для того чтобы 2H, необходимс 
и достаточно, чтобы равенство [h,, 2] =(и, aY)z выполнялось 
при всех ae В. 


Пусть pEQ, и пусть A) — множество элементов XE a, для 
которых равенство [h,, x] = (vu, aY)x выполняется при любом 
az В. Сумма подпространств а прямая, поэтому для доказа- 
тельства леммы достаточно показать, что a" ca, Для этого 
рассмотрим корни ae В. Пусть и — такой эндоморфизм вектор- 
ного пространства a, что и| а" =«р, а\).1. Тогда u— диффе- 
ренцирование алгебры Ли a, причем их = (а4 й.).-х для х==х,, 
x= he, X == X_,. Вследствие этого u=adh,, что и доказывает 


наше утверждение. 


Замечание. Из леммы 5 следует, что любой идеал алгебры Ли а 
однороден, так как он является подпространством, устойчивым OTHO- 
сительно эндоморфизмов ad Ag. 


Обозначим через Q, (соотв. через Q_) множество линейных 


комбинаций элементов базиса В с целыми неотрицательными 

(соотв. неположительными) коэффициентами, не равными одно- 

временно нулю. Положим а, = >, тиа = D, а. Так 
weQy nel 

как 9 +Q,CQ, n Q_+Q_ŒCQ, то подпространства a, 

И A будут подалгебрами алгебры Ли a. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. (i) Алгебра Ли a, порождается семейством 
(Хадаев. 

(ii) Алгебра Ли a_ порождается семейством (х-в)аев. 

(111) Семейство (Rues 2 является базисом векторного про- 
странства a, 

(iv) Векторное пространство À — = прямая сумма подпространств 
ic a LE 


Пусть $ (соотв 9) — подалгебра алгебры Ли a, порожденная 
семейством (Xu)aeB (соотв. (X-„)aeB), и 4 — подпространство 
векторного пространства а, порожденное семейством (Йо)аев. 
Ввиду Toro что х.— однородные элементы подалгебры a,, 
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{ — градуированная подалгебра в A,, а значит, [b, {сти 
hr — подалгебра алгебры Ли я. Так как 


р Xe] ae Oughta, 


то [x-., 1} b+x при всех аеВ. Таким же образом мы по- 
лучаем, что 1} — градуированная подалгебра алгебры Ли а-, 
[b, У] < 1, вследствие чего D + — подалгебра алгебры Ли аи 
x, ] <) +9 для любого корня A&B. Положим a = x ++. 
Проведенные рассуждения показывают, что алгебра Ли a’ 
устойчива относительно эндоморфизмов ad хо, adhg и adx_, при 
всех «= В и, следовательно, является идеалом в алгебре Ли a. 
Так кака’ содержит элементы хо, Йо, X-a Для всех корней 
a=B, то a =a. Таким образом, включения ca, ba, 
у<а_ являются равенствами, что и доказывает предложение. 


ПрЕдложЕНИЕ 3. Алгебра Ли a, (соотв. a_) — свободная 
алгебра Ли, базисом которой служит семейство (хо)аев (соотв. 
(X-o)azs) (см. гл. If, $ 2, n°3). 


Пусть L— подалгебра Ли алгебры E, порожденная множе- 
ством В. Вследствие теоремы 1 из $ 3 гл. П алгебру Ли L 
можно рассматривать как свободную алгебру Ли над В. Левое 
регулярное представление алгебры Е очевидным образом 
точно. Его ограничение на [ определяет точное предста- 
вление о’ алгебры Ли L в пространстве Е. Пусть ф -— гомо- 
морфизм алгебры Ли L на алгебру Ли a_, который переводит 
элемент Q в X_, для каждого a& В. Тогда эндоморфизм о(ф(а)) 
при любом a@B является оператором умножения слева на 
элемент @ в алгебре Е, поэтому рэф==р’, и это показывает, 
что отображение ф инъективно. Таким образом, семейство 
(X_.)aeB является базисом алгебры Ли a_. Так как 0(x_,) =X, 
при всех а (ср. лемму 4), то семейство (ха)даев является ба- 
зисом алгебры Ли +. 


3. Теорема существования 


Сохраним предположения и обозначения предыдущего 
пункта. Напомним, что если а, BEB и af, то п (В, а) < 0, 
причем равенство и (В, a) =0 влечет за собой п (а, В) =0 (гл. VI, 
§ 1, n°1, формула (8)). Для каждой пары (а, В) различных 
элементов множества В положим 


Ха, в == (ad ay ml, 


Ya, в — (ad жа 


ß? 
— 1 (В, a) x 


=" 
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Ясно, что Хи, g E44, Ул, в en. Если 0 — канонический автомор- 
физм алгебры Ли а, то 0 (хи, 8) = Ya, в. 
Лемма 6. Пусть a, BEB и а=- В. Тогда 
[п Ya, pl = 0, №, Ха, ol = 0. 


Вторая формула получается из первой при применении авто- 
морфизма 0. Для доказательства первой достаточно показать, 
что [х,, Уа.в| —0 при всех VE B. Рассмотрим три случая. 


Случай 1. уз-а и \5-=В. При этом x, перестановочен 
с элементами X_q и X-g, а следовательно, и C Yo, pe 


Случай 2. у=В. В этом случае элемент x, перестановочен 
с элементом X_g, поэтому 


о, eel 


= — (ad ха) "в, = — п (а, В) (ad x.) "Fr. 
Если п (В, a) < 0, то последнее выражение равно нулю, так как 
(ad ха). Ха =0. Если п (В, о) =0, то п (а, В) =Ои [Xy, Yo, в] =0. 


Случай 3. у=а. В алгебре эндоморфизмов пространства À 
имеют место равенства 


[— ad hy, adx_,] =2ad x_, 
[ad x,, adx_,] = — adh, 


поэтому ввиду леммы | из $ | будет выполняться соотношение 


[ad ха, (ad x_,)'” Mn 
= (1 —n(f, a)) (ad x_g)""' (— ad hg — п (в, а)). 
Следовательно, 
[ху» Ya, в] == Lad xq, (ad x) "PT + 
+ (ad xg)" (ad хи) xs = 
= — (1 —n(f, a)) (ad x_g)"" (ad hg Е п (В, @)) x5 + 
CC о. 


Tak как [hg, x_,] +1 (В, а) Er Ои [Xu Х- в] — 0, то [х.› Ya, al = 0. 


Лемма 7. Идеал п алгебры à}, порожденный элементами Ха, в 
(и, Ве В, а = В), будет идеалом-в алгебре u. Идеал алгебры a_, 
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порожденный элементами Ya, в (а, BE В, aß), — идеал в алгебре a, 
равный 0 (м). 

Пусть n° = >. RXq,g- Tak как Ха, ; — однородный эле- 

а, ВЕВ, а = В 

мент алгебры Ли a, то [a°, n’] Cn’ (лемма 5 и предложение 2). 
Обозначим через U (соотв. через ИУ) универсальную обертываю- 
щую алгебру для a (соотв. а.) и через 0 — представление 
алгебры И, построенное по присоединенному представлению 
алгебры Ли а. Идеал алгебры Ли a, порожденный подпростран- 
ством И’, равен o(U)w. Так как а= а. + аа (предложе- 
ние 2), с(а_)п’=0 (лемма 6) и в(19) ис и’ по доказанному 
выше, TO по теореме Пуанкаре — Биркгофа — Butta в (И) п’ = 
— (У) и’. Этим доказано первое утверждение леммы. Из него 
легко получить, что идеал алгебры Ли 0 (я) =а-, порожден- 
ный элементами 0 (хи, 8) = Ya, в (a, ВЕЕВ, а = В), совпадает с идеа- 


лом 9 (и) алгебры Ли а. Ч. Т. Д. 


Идеал n + On алгебры Ли а градуированный, так как он по- 
рождается однородными элементами. Вследствие этого a/(n + On) 
тоже имеет градуировку типа @. В дальнейшем в настоящем 
параграфе мы будем обозначать эту алгебру Ли через ав или 
просто через 9. Из предложения 2 следует, что если 0, 
то ЕО. или иеЕО-, или в =0. Обозначим через X, (соотв. 
через Но, X_,) образ элемента x, (соотв. Йа, Ха) в 9. Из опре- 
делений алгебры Лия и идеалов N, On следует, что алгебра 
Ли $ определяется системой образующих ((Х., На, Х-а)) сви 


следующими соотношениями: 


[Ha, He] =0, (16) 

[Ha, Xg] — п (В, а) X, = 0, (17) 
[Has X-,]+nß, 9 X_,=0, (18) 
[Xa, Ха] + Ha =0, (19) 
[Xa,X-g]=0 (aß), (20) 

вах "X= 0 Gp. (21) 

(ad X_q) "9X _,=0 (aA). (22) 


Пусть zeg и wpeEQ. Тогда условие z2= q! равносильно 
тому, что при всех a = В выполнено равенство [ Hg, 2] = (u, aY) 2. 
Это следует из леммы 5. 

Так как a°f\(n + On) =0, то каноническое отображение под- 
пространства a° на 4 является изоморфизмом. Таким образом, 
семейство элементов (На). — в — базис векторного пространства 49°. 


Мы будем обозначать коммутативную подалгебру 4 алгебры 
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Ли gg через 93 или просто через 9. Однозначно определен изо- 
морфизм и => Up векторного пространства У на пространство J’, 
при котором (ив, Но) = (u, aV) для всех ЕТ иае В. 

Инволютивный автоморфизм 8 алгебры Ли а определяет 
инволютивный автоморфизм факторалгебры Ли 4, который мы 
будем тоже обозначать через 6. При этом 8 (X,)=X-. для 
a= BU(— В) и 0(H,) = — Ни. 


ТЕОРЕМА 1. Пусть Ю — приведенная система корней и В — ба- 
suc системы R. Пусть 9— алгебра Ли, определенная системой 
образующих ((Xq, Ha, Х-а)) в и соотношениями (16)—(22), u 


В = >, RH,. Гогда (g, 5) — полупростая расщепленная алгебра Ли, 
C= 


изоморфизм ц-> ив пространства У на пространство D” отобра- 
жает систему R на систему корней алгебры (4, 5) и при любом 
u = R иодпространство 9 совпадает с собственным подпростран- 
ством относительно корня и. 


Доказательство теоремы будет приведено после доказа- 
тельств лемм 8, 9, 10, 11. 


Лемма 8. Пусть a = BU(— В). Гогда эндоморфизм ad X, ло- 
кально нильпотентен |). 


Предположим, что a = В. Обозначим через 4’ множество 
таких элементов 2 ЕЕ ФЗ, что (ad Хо)’ г =0 для достаточно боль- 
moro р. Поскольку ad X, — дифференцирование алгебры Ли g, 
то подпространство 4’ будет подалгеброй алгебры Ли 9. Ввиду 
формулы (21) Х, = 49’ при любом Ве = В. Следовательно, 8’ ==, 
и эндоморфизм ad X, локально нильпотентен. Так как ad X_,= 


—| 
=O (ad X,)8 , To эндоморфизм ad X. тоже локально нильпо- 
тентен. 


Как будет показано, пространство 4 имеет конечную размерность, 
и поэтому эндоморфизм ad Ху на самом деле является нильпотентным. 


Лемма 9. Пусть в, ЕО ИШЕЙ (ВЮ), причем ши =“. Тогда 
существует автоморфизм алгебры Ли 4, который переводит gM 
eg”. 

Для произвольного элемента а € В обозначим через Sy OT- 
ражение в пространстве У, определенное элементом à. Так как 


1) Эндоморфизм и векторного пространства У называется локально ниль- 
потентным (или почти нильпотентным), если для каждого элемента о=И 
существует такое целое положительное число N, что ип (9) =0 (см. Комм. 
are, гл. IV, $ 1, n° 4, определение 2). При этом можно определить ехри 
или е“ по формуле е“ (v) = >, (1/9!) м” (9) для любого ve V, 

nV) 


128 ГЛ. VIII. РАСЩЕПЛЕННЫЕ ПОЛУПРОСТЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ _ 8 


группа М (К) порождается отражениями s, (гл. VI, $ 1, n° 5, 
замечание 1), то достаточно доказать утверждение леммы для 
% — Sy. Вследствие леммы 8 можно определить отображение 


ad Ха ad > и ad Xp 


0, == е е у 


Так же как u в гл. I, $6, n° 8, можно проверить, что 6, — 
автоморфизм алгебры Ли 9. При этом 


6, (H,) = e** "ae? -а (H, — п (а, В) Ха) = 
= 6% %a (H, —п(@,В)Х. + n (a, B)X-a—n(a, B) Ha — “Pox _,) = 


— ei Ка (H,—n (a, ВН. — п (a, В) Ха) = 
=H, — п (а, В)Н. —п (а, В) Х. — п (а, В) Х. —п (a, В) (— 2Xq) = 
= H, — п (о, В) На. 


Если ze gl, то 
[Нь, 90а 2] = 02 [Hp — n (a, В) Но, 2] = 
= 0%" (Qu, В") = — п (а, В) (u, а") 2) = 
—(и — (a’, и) a, BY) 0 2 = (san, В”) 05 ' 2; 


следовательно, 0 '2 < 49°". Тем самым доказано, что Ge 
œ ga". Вследствие того что 0, — aBTOMOphH3M и указанное 
включение справедливо при всех U = О, имеет место включение 
0, 'g* = ga". Это доказывает лемму. 


Лемма 10. Пусть це О, и предположим, что элемент ц не 
пропорционален никакому корню. Тогда существует такой эле- 
мент и ЕЙ (К), что некоторые координаты элемента WU отно- 
сительно базиса В больше нуля, а некоторые — меньше. 


Обозначим через Ув векторное пространство О @zR, в ко- 
тором система R является системой корней. По предположению 
существует такой элемент [<= И, что (f, а) #0 для всех a = R 
и (jf, и) =0. Обозначим через С такую камеру системы RV, что 
[= С. По теореме 2 (1) из гл. VI, $ 1, n° 5, существует такой 
элемент we W(R), что w} принадлежит камере, ассоциирован- 
ной с базисом В, т.е. (wf, а) > 0 при всех a = В. Представим 

=, 


элемент WU в виде WU = >. (а. Тогда 
а=В 


O=(f, в) = (wf, wu) = À ta (wf, a), 


а это показывает, что некоторые числа {4 больше 0, а некото- 
рые — меньше. 


Co 
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Лемма 11. Пусть це О. Если pERY {0}, то 9’ =0. Если 
BER, то Чт 4* =1. 


1) Если вес и не пропорционален элементу из À, то суще- 
ствует такой элемент ие, что wueQ,UQ- (лемма 10). 
Тогда ай —=0, 9% —=0 и, следовательно, 4" —=0 (лемма 9). 


2) Пусть a = В и т — целое число. Так как a, — свободная 
алгебра Ли с образующими (X_),2,, TO dimat*=1 и at? = 0 
при m> | (гл. II, $2, n°6, предложение 4). Поэтому dimg*< | 
и 97° =0 при m> 1. Если бы 49° было равно 0, то x, = n + On; 
но тогда идеал n+ On содержал бы hy = — [ха, X-,], Что невоз- 
можно, так как af) (n + On) =0. Следовательно, dim q* = 1. 


3) Если vER, то существует элемент w € W (R), для кото- 
рого © (в) ЕВ (гл. VI, § 1, n°5, предложение 15), поэтому 
dim == dim gt — 1. Вели же a — целое число > |, то Pan —0, 
а значит, DR — 0), 


Доказательство теоремы 1. 

Поскольку Ат 4 = Сага В, из леммы 11 следует, что про- 
странство $ имеет конечную размерность, равную Сага В + Сага К. 
Докажем, что алгебра Ли 4 полупроста. Пусть Ё — коммута- 
тивный идеал алгебры Ли 4. Tak как подпространство # устой- 


чиво относительно эндоморфизмов adh, то #= (#15) + Dd (EN gH). 
MER 


Ясно, что g*+q-*-+ RH, при любом корне аеВ есть под- 
алгебра, изоморфная $1 (2, К). Вследствие леммы 9 при любом 
u = R подпространство 9 содержится в некоторой подалгебре 
алгебры Ли 4, изоморфной 81 (2, k), поэтому Е[ 4" =0 и, таким 
образом, Eh. Тогда 


[f, gh] ЕЙ ge =0, 


и, значит, из ({) =0 при всех ER. Вследствие этого #=0, 
что и доказывает полупростоту алгебры Ли 9. 


Если ие R, то существует а <= В, для которого (и, a’) 52 0, 
и эндоморфизм (ad H,)|g" будет вследствие этого ненулевой 
гомотетией. Таким образом, подалгебра § совпадает со своим 
нормализатором в алгебре Ли 9 и, следовательно, является 
подалгеброй Картана в последней. При любом ие} эндомор- 
физм аи приводится к диагональному виду, поэтому (9, 9) — 
полупростая расщепленная алгебра Ли. 

Ясно, что при каждом WER элемент ив является корнем 
алгебры (4, 5), а 49“ — соответствующим собственным подпро- 
странством. Число корней алгебры (4, 5) равно dim g — dim b = 
— Сага К, поэтому отображение +>, пространства V Ha bh" 
переводит систему К в систему корней алгебры (g, 5). 


5 Бурбаки 
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4. Теорема единственности 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть (9, В 6, (Ха) ев) — полупростая раз- 
меченная алгебра Ли, (п (а, B)), gez — ee матрица Картана u 
(Хо) еви(_в) — СОбоТветствующая система образующих. Тогда 

(i) система образующих (X, Hg, X-a)), 2, и соотношения 


(16) — (22) из n°3 составляют задание алгебры Ли 9; 
_ (ii) семейство (Xi), 2, и соотношения (21) из n°3 составляют 


задание подалгебры алгебры Ли 4, порожденной элементами 
2 


Пусть R—cucTeMa корней расщепленной алгебры (9, 5). 
Применяя к R u В конструкции из n°2 и n°3, мы получим 
объекты, которые обозначим через а’, 4, Х’, Н’,... вместо 
а ль 

Ясно, что существует гомоморфизм ф алгебры Ли 4 Ha 
алгебру Ли 4, при котором @(X,)=X,, Ф(Н,) =Н., p(X°,)— 
=X_, для всех a=B (предложение 1). Так как dimg’ = 
= Сага Ю + Сага В = 4ит 9, то отображение ф биективно. Тем 
самым доказано утверждение (1). 

Подалгебра, порожденная элементами (5). в алгебре Ли 


ei @ 071’) = (я, Фа Gat )/(и’ @ 9”), естественно ото- 
ждествляется с LE Тогда утверждение (ii) следует из пред- 
ложения 3 и определения идеала I. 


Следствие. Каждая полупростая размеченная алгебра Ли 
получается из полупростой размеченной алгебры Ли над полем Q 
расширением поля скаляров Q Oo К. 


Это непосредственно следует из предыдущего предложения. 


ТЕОРЕМА 2. Пусть (9, 9, В, Kae) (9°, D”, В’, Klar) 
полупростые размеченные алгебры Ли, R и К’ — системы Kop- 
ней расщепленных алгебр Ли ($, 5) u (9°, 5’), (п (а, B)), Bea 
(соотв. (n’ (a, B)), ger) — матрица Картана системы R (соотв. К’) 
относительно базиса В (соотв. В’) и А (соотв. A’) — граф Дын- 
кина системы R (соотв. R’) относительно базиса В (соотв. В’). 

(i) Если ф — такой изоморфизм пространства bh" на простран- 
ство \”", что ф(Ю) = В’ u q(B) = В’, то существует единственный 
изоморфизм ф размеченной алгебры (Ли (9, 5, В, (Ха) в) на 
размеченную алгебру Ли (9, 5’, В’, (X,) ), при котором 
plo = "p"". 

(ii) Если |— такое биективное отображение множества В na 
множество В’, что п’ (| (а), [(В)) = п (а, В) при любых a, Ве В, 


ае В’ 
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то существует изоморфизм размеченной алгебры Ли (9 №; В, 
(Xo) св) на размеченную алгебру Ли (3, ow. (cae) 
(iii) Если существует изоморфизм графа Дынкина A на граф 


Дынкина А’, то существует изоморфизм размеченной о Ли 
ее b, В, Xe) на размеченную алгебру Ли CE HA 


Ха wan’) 
Доказательство непосредственно следует из предложения 4 


(i) (При доказательстве утверждения (iii) нужно использовать 
еще предложение | из гл. VI, $ 4, n°2). 


Примечание. С каждой полупростой расщепляемой алгеброй 
Ли g ассоциируется граф Дынкина, который определяет саму 
алгебру Ли 4 с точностью до изоморфизма (теорема 2 (iii)). 
Граф Дынкина является связным и непустым тогда и только 
тогда, когда 9 проста ($ 3, n°2, следствие | предложения 6). 
Ввиду теоремы | из n°3 и теоремы 3 из гл. VI, $ 4, n°2, 
простые расщепляемые алгебры Ли — это алгебры Ли типов 
A; (121), B (22), С; (23), D; (294), Es, E;, Eg, F4 Go. 
Перечисленные в этом списке алгебры Ли попарно неизо- 
морфны. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть (9, В, В, (Хо). в) — полупростая pas- 
меченная алгебра Ли и (Хо) вв, — ее система образующих. 
Тогда существует едичственный автоморфизм 0 алгебры Ли ц, 
для которого B(X,)=X-. при всех ае В] (— В). При этом 
02 — Id, и 0(#) = — 1 для всех й=у. | 


Единственность непосредственно следует из того, что 
(Х)еви(-в)— СИСтема образующих алгебры Ли 49. Вследствие 


предложения 4 существование автоморфизма 0 следует из рас- 
суждений, приведенных в N°3 перед теоремой |. 


Следствие. Пусть (4, 9) — полупростая расщепленная алгебра 
Ли. Тогда алгебра Ли (4, b) обладает системой Шевалле ($ 2, 
n°4, определение 3). | 


Пусть R— система корней расщепленной алгебры Ли (9, 1). 
Пусть X, для любого корня а <= R — некоторый ненулевой эле- 
мент подпространства 9%. Предположим, что элементы X, вы- 
браны таким образом, что [X,, X-,]=— Н. при любом а= В 
($2, n°4, лемма 2). Обозначим через В некоторый базис си- 
стемы корней R, и пусть 9 — такой автоморфизм алгебры ЛИи g, 
что 6(X,)=X-, при az BU(— В). Тогда 0 |5 = — 14. Поэтому 
для каждого корня a@R существует такой элемент Ihe k”, 


5* 
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что 8X, =ЕХ-. При этом 
11а На = [taX-o, #-аХа| = [9Х., 9X-q] = 
=6([Xq, X-q]) = 0 (— Ha) = Ha. 


Следовательно, [/-„ ==1 при всех «ER. Определим числа Nag 
так же, как в n°4, $ 2. Если а, В, а-- ВЕК, то 


N~a, — вов Х-а-в == ав [X-g, Х-в = [0Хь, OX_] = 
= 0 ([Х., Xe] ) = Мо. во Ха+в = N a,gla+ X -a- > 
поэтому вследствие леммы 4 из $ 2, n°4, получаем, что 
(g +1} ts = NE plate 


где 4 — целое число. Таким образом, если fy и [3 являются 
квадратами Bk”, то элемент late тоже равен некоторому квад- 
party. Поскольку {, =1 при ае= В, то предложение 19 из гл. VI, 
$ 1, n°6, показывает, что элементы {4 Æ À являются квадра- 
тами при всех «ER. Выберем для каждого а = А некоторый 
элемент Ug © À, для которого и? =. При этом можно выбрать 
эти элементы так, чтобы для всех ае=А выполнялось равен- 
CTBO Ш Ив = 1. Положим X, =uz!X,. Тогда при любом a&R 

x, = gt, RS Х|=[Ха, X_,]J=-H 


a 

PN nee — ый FR a / Ei BU, 
и O(X;) = O(ur'X,) u ER =U X_, =U К X, no- 
этому ль — система Шевалле  расщепленной алгебры 


Ли (6, 5). 


$ 5. Автоморфизмы полупростой алгебры Ли 


В этом параграфе через 9 обозначается полупростая алгебра 
Ли. 


1. Автоморфизмы размеченной полупростой 
алгебры Ли 


Напомним (гл. VII, § 3, n°1), что через Aut(g) мы обозна- 
чаем группу автоморфизмов алгебры Ли 9. Если ) —подалгебра 
. Картана алгебры Ли 4, то обозначим через Аш (9, 9) группу 
автоморфизмов алгебры Ли $, относительно которых устойчива 
подалгебра Картана 5. Предположим, что подалгебра b pac- 
щепляющая, и пусть Ю — система корней расщепленной ал- 
гебры Ли (4, 5). Если se Ац{ (4, 9), то отображение, контра- 
гредиентное к отображению S|), является элементом группы 


2 $ 5. АВТОМОРФИЗМЫ ПОЛУПРОСТОЙ АЛГЕБРЫ ЛИ 133 


A(R) (группы автоморфизмов системы КЮ). Его мы будем обо- 
значать в данном параграфе через а ($). При этом отображение 


e: Aut(g, 9) > A(R) 


— гомоморфизм групп. 

Для произвольной системы корней R и базиса В этой си- 
стемы обозначим через Aut(R, В) группу автоморфизмов си- 
стемы R, относительно которых устойчиво множество В. На- 
помним (гл. VI, § 1, n°5, предложение 16, и $ 4, n°2, след- 
ствие предложения 1), что группа А(Ю) является полупрямым 
произведением групп Aut(R, В) и W(R) и что факторгруппа 
A(R)/W (R) канонически изоморфна группе автоморфизмов 
графа Дынкина системы корней R. 


ПрЕдложеЕНИЕ 1. Пусть ($, 9, В, (Ха) -в)— Размеченная по- 


лупростая алгебра Ли, а К — система корней расщепленной 
алгебры Ли (9, 5). Пусть G— множество автоморфизмов $ = 
= Aut(g, 9), относительно которых устойчиво множество В и 
для которых $(Хо) = X,(94 При всех a = В (иначе говоря, мно- 
жество автоморфизмов размеченной алгебры Yu (a, b, В, 
io om в)- Гогда ограничение отображения & на множество G — 


это изоморфизм группы G на Али (В, В). 


Если $ ЕС, то ясно, что =($) = Aut(R, В). С другой сто- 
роны, отображение 


e|G: G> Аш (В, В) 


биективно вследствие теоремы 2 из n°4 $ 4. 


2. Автоморфизмы расщепленной полупростой 
алгебры Ли 


Пусть Е — коммутативная группа и А = СР A’ — некоторая 
VEE | 

градуированная алгебра типа Е. Для любого гомоморфизма ф 

группы E в мультипликативную группу А обозначим через ] (ф) 

К-линейное отображение алгебры А в себя, ограничение KOTO- 


рого на каждое из подпространств А” — гомотетия этого под- 
пространства с коэффициентом (y). Ясно, что | ($) — автомор- 
физм градуированной алгебры А и что отображение | — гомо- 
морфизм группы Нот (ЕЁ, №") в группу автоморфизмов градуи- 
рованной алгебры А. 

Пусть § — расщепляющая подалгебра Картана алгебры 
Ли g, а Ю — система корней расщепленной алгебры Ли (6, 9). 
Напомним, что через P(R) (соотв. О (Ю)) обозначается группа 
весов (соотв. группа радикальных весов) системы корней К. 
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Положим 
Ты = Нор. PL Го = Нот (© (К), k*). 


Можно рассматривать алгебру Ли g=g°+ 2, 4° как градуи- 
aeR 


рованную алгебру Tuna Q(R). Согласно сказанному выше, 
определен канонический гомоморфизм группы Го в Ац+ (6, bh), 
который мы будем обозначать на протяжении этого параграфа 
через /. С другой стороны, каноническое инъективное отобра- 
жение группы © (К) в группу P(R) определяет гомоморфизм 
группы Гр в группу Го, который мы будем обозначать через 4. 


Мы получаем последовательность отображений 
q f 
p> Tg—> Aut Ц, 5). 


Если s @Aut(g, 1), то пусть s°— ограничение отображения 
‘($15)’ на группу О (В). Мы получаем, что для всех PET, 


f (pos*) =s~'of (Ф)о5. (1) 
Действительно, если ye Q(R) ихае 5%, TO sxe gs" и 
fF (pos*) x = (ges*)(y) .х= 
= s- (p(s"v)sx) = (s~' of (pes) (x). 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Последовательность гомоморфизмов 


1>T9—> Aut (g, 9) —> A(R)— 1 


точна. 

а) Пусть фе Кег{. Тогда g(a) =1 для любого корня AER. 
Так как множество À порождает группу Q(R), то Lo 
тральный элемент группы Го. 


6) Пусть фе Го. Тогда ограничение гомоморфизма [ ($) Ha 
=" — тождественное отображение, и, следовательно, 
| Imf с Кега. 


`В) oe seKere. Тогда $1 =Idy. Поэтому $ (g*) = 9° при 
любом aG@R, а значит, существуют такие элементы „ek, 
ЧТО SX = х для всех хе 9°. Учитывая, что se Aut (9), MBI 
получаем соотношения Dr 
| = | для всех ger, 
113 = +в» Когда a, В, a+ Ве К. 


При этих условиях существует такой гомоморфизм PE Го, что 
ф(а) =, для любого корня GER (гл. VI, $ 1, n°6, след- 


2 $5. АВТОМОРФИЗМЫ ПОЛУПРОСТОЙ АЛГЕБРЫ ЛИ 135 


ствие 2 предложения 19). Таким образом, $ =] ($). Следова- 
тельно, Kere C [п]. 

г) Образ группы Aut(g, 9) при отображении € содержит по 
следствию из теоремы 2 n°2 $ 2 группу W(R), a по предпо- 
ложению | он содержит группу Aut(R, В). Следовательно, этот 
образ совпадает с группой A(R). 


Следствие 1. Пусть (В, (Хо). -в)— разметка расщепленной 
алгебры Ли (3, b) u С — множество автоморфизмов se Aut (6, 1), 
сохраняющих эту разметку. Тогда группа Aut(g, 9) — полупря- 
мое произведение групп G u e=!(W (R)). 


Действительно, по предложению | GNe-'(W(R)={l} и 
Antig, b) =. e—* (W (R)), 
так как отображение & сюръективно (предложение 2). 


СледствиЕ 9. Группа в-' (И (R)) действует на множестве раз- 
меток расщепленной алгебры Ли (4, 9) просто транзитивно. 

Действительно, по теореме 2 $4, n°4, группа Aut(g, 5) 
транзитивно действует на множестве разметок расщепленной 
полупростой алгебры Ли (4, 9). Поэтому следствие 2 вытекает 
из следствия |. 


Следствие 3. Пусть В — базис системы К. Группа Кеге =] (TQ) 


просто транзитивно действует на множестве разметок расщеп- 
ленной алгебры Ли (9, b) вида (В, (Ха) ez): 


Это утверждение непосредственно следует из предложения 2. 
Пусть «ЕЮ, Хе бд” X_,=g-2 таковы, что [Xu X-,] = 
= — Н.. Как было показано ($ 2, n°2, теорема 2), при любом 
tek" ограничение на подалгебру Картана элементарного авто- 
морфизма 
9. (t) = gadtX рад tx ad IX, 


совпадает с эндоморфизмом, сопряженным к эндоморфизму Su. 
Таким образом, (6. (1)) = 5, и, следовательно, 0.(1)9,(—1) = 
= Ker в. 


Лемма 1. Пусть a&R u tek". Пусть 9 — гомоморфизм 
группы © (В) в k*, заданный формулой à = (&). Тогда f(g) = 
= 0, (1) 0. (— 1). 


Пусть р — представление алгебры Ли 81(2, К) в алгебре 
Ли 4, ассоциированное с элементом Х., и л — представление 
группы $Е (2, Е), согласованное с представлением о. Будем 
использовать обозначения. 0 (1), A(t) из n°5 $1. Поскольку 
о (Н) =а@Н., то элементы пространства 4^ имеют Bec A(H,) 
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относительно представления р. Вследствие n°2 § 2 мы полу- 
чаем, что 8, (1) 0, (—1) =л (0 (4) 8 (—1)) =л (й (()). Следовательно, 
ограничение на пространство 4^ эндоморфизма 8, (#0. (—1) 
совпадает с гомотетией этого пространства с коэффициентом 


о PE предложение 6), что и доказывает лемму. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Образ композиции гомоморфизмов 
Th To Aut (6, 5) 


содержится в группе Aut, (9). 


Пусть В — базис системы корней К. Тогда (На), _ в — базис 
дуальной системы корней RV, a дуальный к нему базис про- 
странства 5” будет базисом группы P (К). Поэтому группа Тр 
порождается гомоморфизмами Ati Val ((]=k*, a] В). Пусть 
ф — ограничение на группу Q(R) некоторого такого гомомор- 
физма. В лемме | показано, что | (ф) Е Aut, (4), откуда следует 
наше предложение. 

Пусть Е — алгебраическое замыкание поля k. Отображение, 
которое каждому автоморфизму $ алгебры Ли $ ставит в со- 
ответствие автоморфизм S@I алгебры Ли 9®,R, является 
инъективным гомоморфизмом группы Aut(g) в группу Aut(g ®, Е). 
Будем обозначать через Auty(§) нормальную подгруппу группы 
Aut (9), которая служит полным прообразом группы Aute.(§ © Е) 
при этом гомоморфизме; это множество тех автоморфизмов 
алгебры Ли $, которые становятся элементарными при расши- 
рении основного поля À до Ё. Понятно, что группа Auto (4) 
не зависит от выбора замыкания Ё и Aut,(g) < Аць (4). Группы 
Aut) (4) и Aut.(g) могут быть различными ($ 13, n°1 (VD). 
Пусть § — подалгебра Картана алгебры Ли 9. Положим 


Aut, (9; 9) = Aut, (9) N Aut (9, D), 
Aut,(g, 5) = Auty (4) N Aut(g, b). 


Лемма 2. Пусть bh — расщепляющая подалгебра Картана 
алгебры Ли 4 и s= Ап (9, 9). Предположим, что | не является 


собственным значением ограничения автоморфизма $ на D, 9“. 


aceR 
Гогда 8($) = 1. 


Расширяя поле К, можно предполагать, что se Аш, (4, 1). 
Размерность нильпространства эндоморфизма $ — | не меньше, 
чем dim) (гл. УП, § 4, n°4, предложение 9). Следовательно, 
эндоморфизм (5 — 1)|5 нильпотентен. Так как $| @A(RYV), то 
порядок эндоморфизма $| конечен и, значит, этот эндомор- 
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физм полупрост (гл. У, дополнение, предложение 2). Поэтому 
($ —1)|5 =0; это доказывает, что в ($) =1. 


Лемма 3. (i) Пусть т == (Р (В): 9 (Ю)). Если ф есть т-я сте- 
пень элемента группы Го, то g=g(T)). 
(ii) Если поле Е алгебраически замкнуто, то 49(Ть) =То. 


Существуют такой базис (A, ..., Ay) группы P(R) и такие 
целые числа mı>|,..., nn >|, что (nA ..., ВА) — базис 
группы Q(R). Тогда m=n,... nm. Пусть peg, и ПОЛОЖИМ 
da) =В,..., ф (ЛМ) = Ц. Пусть т; = LL ne ES PES À 

[+i 
Если %— такой элемент группы Tp, что (A) =", ..., X(A) = 
— 1/1, то 
[ › 


(nA) = tet Е = (ф") (п А,), 


а следовательно, х|@ (Ю) =”. Это доказывает утверждение (i). 
Если поле К алгебраически замкнуто, то каждый элемент 
группы А” является 71-й степенью некоторого элемента из À", 
а значит, каждый элемент группы Го является т-й степенью 


некоторого элемента из Го, и утверждение (ii) вытекает из 
утверждения (1). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. | (То) < Auty(g, 9) u er! (W (К)) = Auto (g, 9). 


а) Пусть ET, и k — алгебраическое замыкание поля К. 


По лемме 3 гомоморфизм ф продолжается до элемента из 
пространства Нот (Р (К), k”). Вследствие предложения 3 


f(g) @ 1 S Aut, (9 ®, Е, 5 ®, В). 


Значит, [| (p) = Aut) (g, b) и Кега< Auty(g, 5). 

6) Образ группы Aut, (4, 9) при гомоморфизме = содержит 
группу W(R) ($2, n°2, следствие теоремы 2). Учитывая a), 
мы видим, что €~'(W (R)) = Auty (4, 5). 

в) Осталось доказать, что Aut,(g, 9) са '( (R)). Учиты- 
вая 6), достаточно доказать, что группа e(Auto(g, b)) | Aut(R, В), 
где В — базис системы корней К, равна {1} 

Пусть se Auty (4, 9) — такой автоморфизм, что (5) = Аи КК, В). 
Подгруппа группы A(R), порожденная элементом (5), имеет 
конечное число орбит в множестве À. Пусть U — некоторая 


такая орбита, содержащая г элементов, и Пусть в == >, дв. 
BeU 


e Г— | 
Выберем некоторый элемент В =U и положим В, ==8(5) В 
при 1<i<r, так что ПО ={В,..., В,}. Если Xp, — ненулевой 
элемент пространства 98, то положим Xp, = ХВ, для всех 
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1<i<r. Существует такой элемент сие А", что $’Хв = сиХв, 
откуда вытекает, что 5’Хв, = сиХв, для всех i и, следовательно, 
s'|\g’=cy.1. Пусть фЕТо и 5'’=5°5[ ($). По утверждению а) 
$’— элемент группы Ац® (4, 1). Мы получаем, что $” |490 = 
= С .1, где 


с, LL @ (6) = ив (> №). 


г 1 
Положим B= {aq,,..., aj} и > В: = >, ma, Так как е($) = 
i=] j=l 


= Aut(R, В), то ii, — Re равные одновременно нулю целые 
числа одного знака. Мы получаем, что 


Гомоморфизм ф можно выбрать так, чтобы с, ==1 для всех 
орбит U. Действительно, это сводится к выбору таких эле- 


ментов ф (91) =Д, ..., Ф(@/) = из К”, что они не обращают 
в нуль конечное число не равных тождественно нулю много- 
членов от переменных 1, ..., ¢;. Для гомоморфизма @, вы- 


бранного таким образом, мы вследствие леммы 2 получаем 
г ($7) =1, поэтому 


в (5) =e(s’)e(f(g)) '=1. 


СледствиЕ. Пусть В — базис системы корней R. Группа 
Aut (9, 5) изоморфна полупрямому произведению групп Aut(R, В) 
и Аш (5, 5). | 

Это следствие вытекает из предложения 1, следствия | 
предложения 2 и предложения 4. 


Замечание. Пусть €”, &” — ограничения гомоморфизма € на 
Aut, (a, b) и Аш. (4, 5) соответственно. Пусть Г — гомоморфизм 
группы Гр в группу АцЁ (4, 5), построенный по гомоморфизму | 
с помощью канонического вложения группы Q(R) в группу P(R). 
Выше мы установили коммутативность следующей диаграммы: 


1 То > Аш (4, 5) —> A(R) —1 


| | 


LT, Aut, > (В) —1 


le | I 


Tp—> Aut,(, ) > (В) —1 
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в которой все вертикальные стрелки, кроме 4, означают кано- 
нические вложения. Мы видели (предложения 2 и 4), что две 
первые строки точны. В третьей строке гомоморфизм =” сюръек- 
тивен ($2, n°2, следствие теоремы 2); можно показать, что 
его ядро равно j (TP) ($ 7, упражнение 26r)). 


3. Автоморфизмы расщепляемой полупростой 
алгебры Ли 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Предположим, что алгебра Ли 9 расще- 
пляема. Тогда группа Aut)(§) просто транзитивно действует на 
множестве разметок алгебры Ли 4. 


Пусть e, == ($, 5, В» (Ха) св} e, = ($, D Bos GN 
разметки алгебры Ли g. Существует не больше одного эле- 
мента группы Aut (4), переводящего разметку €, в разметку ey 
(предложения 1 и 4). Пусть k — алгебраическое замыкание 
поля k. Существует элемент группы Ац{, (3 ®,Ё), который пе- 
реводит подалгебру Картана 5, ©,Ё в подалгебру Картана 
5. ©,Е (гл. УЦ, § 3, n°2, теорема 1). Таким образом, по 
предложению 4 и следствию 2 предложения 2 существует эле- 
мент ф группы Ац+, (4 @, =), который переводит разметку (99, k, 


5, @,k, Br ‘os. алгебры Ли 4®,Ё в разметку (4 @:kr, 
Do @pk> Bo, (Kaen) Так как подалгебра №, и элементы Ха 


(соотв. подалгебра by и элементы Хо) порождают алгебру Ли q, 
(соотв. 95), TO ф (41) = 42. Следовательно, гомоморфизм ф имеет 
вид Pl, где феЕАц (9), и ф переводит разметку €, в раз- 
метку ео. 

Следствие 1. Пусть ($, 5, В(Х.), в) — Разметка алгебры 
Лиз, а G—epynna автоморфизмов этой алгебры Ли, сохра- 
няющих данную разметку (изоморфная группе Aut(R, В)). Тогда 


группа Aut(g) является полупрямым произведением подгрупп G 
и Auto (9). 


Действительно, все элементы группы Aut (41) переводят pas- 
метку (9, D, В, (Х.).-в) в некоторую разметку алгебры Ли g. 
По предложению 5 каждый смежный класс группы Aut(g) по 


подгруппе Aut (4) содержит единственный элемент группы С. 
Le ae 


Из следствия | вытекает, что факторгруппа Aut (9)/Аик (a) 
отождествляется с группой Aut(R, В) и изоморфна группе 
автоморфизмов графа Дынкина системы корней R. 


Следствие 2. Если 4 — простая расщепляемая алгебра Ли типа 
A, В, (n22), С, (п>2), E, Es F4 или Со, ro Aut (gq) = Aut, (6). 
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Если 9 — алгебра Ли типа A, (n>2), D, (n>5) или Es, то 
порядок факторгруппы Aut (g)/Aut,(g) равен 2, u в случае, когда 
q — алгебра Ли типа D4, эта факторгруппа изоморфна группе ©.. 


Это вытекает из следствия | и таблиц I—IX в гл. VI. 
Замечания. 1) Пусть а b,, By, (Хь) =: e ui (№ 5, В, 
ар es = ($, Das By, (YA )._„)— разметки алгебры Ли g, $ 


(соотв. г группы Auty(g), переводящий разметку e, 
в разметку € (соотв. в разметку e,). Тогда $10, =5’|5,. Дей- 
ствительно, 5” '3 © Аиф (4, d)) и $’ '$ (В!) = By; следовательно, 
gi pe |. 

2) Пусть X — множество пар (§, В), где h — расщепляющая 
подалгебра Картана алгебры Ли 9, а В — базис системы корней 
расщепленной алгебры Ли (4, 5). Если x = (6, В) их’ = (5, В”) — 
элементы множества X, то существует элемент se Aut, (9), 
который переводит X в x’ (предложение 5), и ограничение Sy, x 
гомоморфизма $ Ha подалгебру D не зависит от выбора $ 
(замечание 1). В частности, Sx”, х/ о Sx’, x == Sx", x, CCH X, X, x7EX 
и $, ‚=. Множество семейств (h,) удовлетворяющих 


условиям 

а) h,=b, если x = ($, В), 

0) sl) hr, если х, д =Х, 
превращается естественным образом в векторное пространство, 
которое мы обозначим через 1 (43). Его иногда называют кано- 
нической подалгеброй Картана алгебры Ли 9. Для пар х = (0, В) 
и x’ =(6’, В’) гомоморфизм Sy,x переводит базис В в базис В’ 
и, следовательно, систему корней расщепленной алгебры Ли 
(4, 9) в систему корней расщепленной алгебры Ли (4, D’); отсюда 
следует, что пространство D(4), дуальное к пространству В (9), 
естественным образом снабжено системой корней Л (9) с бази- 
сом В (9). Иногда говорят, что R (4) — каноническая система кор- 
ней алгебры Ли 9, а В (9) — канонический базис этой системы 
корней. Группа Aut(g) так действует на подалгебре 1 (9), что 
система корней À (4) и базис В (4) устойчивы относительно этого 
действия; те элементы группы Aut(g), которые действуют на 
подалгебре (a) тривиально, принадлежат подгруппе Auty (4). 


xeX? 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть § — расщепляющая подалгебра Кар- 
тана алгебры Ли 9. Тогда в обозначениях n°1 


Auto ($) = Aut, (9). Ker e = Aut, (4). f (To). 


Согласно следствию предложения 10 $ 3, n° 3, мы получаем, 
что Auty (4) = Aut, (4). Aut,(q, 5). С другой стороны, по следствию 
теоремы 2 $ 2, n°2, e(Aut,(q, b)) > И (К), поэтому Аиф (6, 9) = 
== Aut, (4, 5).Kere. 
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Замечание 3. Предложение 6 показывает, что канонический 
гомоморфизм 


: Tollm (Гр) > Aut, (g)/Aute (9), 


существование которого следует из диаграммы N° 2, сюрзекти- 
вен. В частности, группа Аи, (4) содержит производную группу 
группы Aut (4); мы увидим ($ 11, n° 2, предложение 3), что эти 
группы совпадают. С другой стороны, можно показать, что 
гомоморфизм L инзективен, т. €. 


Г (То) П Aut. (8) = Г (Тр) 


(см. $ 7, упражнение 26г). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть 4-- полупростая расщепляемая ал- 
гебра Ли, b— ее подалгебра Бореля, а Pi и 1} — две ee napa- 
болические подалгебры, содержащие b. Тогда подалгебры Pı и YP, 
не сопряжены относительно группы Auto(g). 


_ Можно предположить, что поле R алгебраически замкнуто. 
Пусть $ = Аиф (4) — такой автоморфизм, что $ ($1) =. Пусть 
) — подалгебра Картана алгебры Ли 9, содержащаяся в bf} $ (5) 
($ 3, n° 3, предложение 10). Так как алгебры D и s(h) являются 
подалгебрами Картана алгебры s(b), то существует такой 
элемент це= [Ъ, bl, что e444(h)=s(h) (гл. УП, $ 3, n°4, Teo- 
рема 3). Заменяя автоморфизм s Ha e-@ad#s, мы приходим 
к случаю, когда $()=), и, таким образом, автоморфизм $ 
индуцирует на подалгебре D элемент © из группы Вейля М 
расщепленной алгебры Ли (4, 9) (предложение 6). Пусть С — ка- 
мера Вейля, соответствующая алгебре Ли В. Тогда алгебры 
Ли 9, и Pa соответствуют ячейкам Р, и Fo пространства dr, CO- 
держащимся в замыкании камеры С. Имеет место равенство 
с (Е!) =Р5. Поскольку oeW, то Е, =F, (гл. У, $ 3, n° 3, Teo- 
рема 2), поэтому Di = Po. 


Замечание 4. Пусть 9 — полупростая расщепляемая алгебра 
Ли, а A— множество ее параболических подалгебр, т. е. мно- 
жество, на котором действует группа Аиф (9). Воспользуемся 
обозначениями замечания 2. Пусть » — подмножество канони- 
ческого базиса В (4). Задание множества » эквивалентно зада- 
нию для каждой пары х = (9, В) =X такого подмножества %, 
в базисе В, что для любых x, x’ EX отображение Sx’, x пере- 
водит Ух в 2x. Пусть D, — параболическая подалгебра алгебры 
Ли 4, соответствующая множеству », ($ 3, n° 4, замечание). 
Ее орбитой относительно Аиц (4) является множество параболи- 
ческих подалгебр P,, где x’ X. Таким образом определяется 
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отображение множества % (В (4)) в множество Я#/Ацщф (9). Это 
отображение сюръективно вследствие замечания из $ 3, n° 4, 
и инъективно по предложению 7. 


4. Топология Зарисского на группе Aut (8) 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Пусть У — множество эндоморфизмов век- 
торного пространства 4. Тогда группа Aut (9) — замкнутое в то- 
пологии Зарисского подмножество пространства У (гл. УП, до- 
полнение I). 


Пусть К — форма Киллинга на алгебре Ли 9. Если $ Aut (9), 
то равенства 


[sx, sy] =[x, y], (2) 
К (sx, sy) = К (x, y) (3) 


выполняются при любых X, уе 4. Обратно, пусть $ — элемент 


пространства У, удовлетворяющий условиям (2) и (3) для всех 
x, уе З. Тогда Кег $ =0, отображение $ биективно и SE Aut(q). 
Однако для любых элементов X, y = 4 отображения s+ [5х, sy] 
и st>K(sx, sy) пространства У в алгебру Ли g и поле № 
соответственно — полиномиальные отображения. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть D — расщепляющая nodaneeöpa Kap- 
тана алгебры Ли 9. Тогда 
(i) Г(То) — замкнутая в топологии Зарисского подгруппа 


группы Aut (9); 
(ii) f(g(Tp)) — всюду плотная в топологии Зарисского под- 


групча группы | (TQ). 

Утверждение (i) следует из равенства } (Го) = Aut (6, 5) | Kere 
(предложение 2). Положим m=(P(R):Q(R)). Пусть F — поли- 
номиальная функция на пространстве ИУ. Предположим, что 


она обращается в нуль на всех элементах, являющихся M-MH 
степенями элементов группы (To): и покажем, что F | f (Tg)=0. 


Ввиду леммы 3 это будет доказывать утверждение (ii). 
Множество У” элементов из И, индуцирующих тождествен- 
ное отображение на D и таких, что все подпространства 4“ 
устойчивы относительно действия этих элементов, можно OTOX- 
дествить с пространством ^^. Пусть F’ — ограничение функ- 
ции F на множество У’ ==А^; это полиномиальная функция. 
Имеет место включение [(То) < У’. Пусть В = {q,..., а} — 


базис системы корней À. Пусть p(t) для всех 1 =(1,..., 8) = 
= k"® — гомоморфизм группы Q(R) в группу k*, продолжаю- 
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щий ¢. Тогда F’(f(@(t))) записывается в виде конечной суммы 


n п 
С t I eee t I H Г oeegy t e 
gp Ore Rig п | = Z my er 1 1 ( re г) 


По предположению имеет место равенство 


Ex m m\ __ mn, mn 
Dm ble у Ca eI кей l 
п, sess n,=Z 
при любых 1,..., Це". Таким образом, числа Cn, 2 = 


коэффициенты многочлена OT / переменных, который обращается 
в нуль на К”; следовательно, все они равны нулю. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Предположим, что 9 — расщепляемая ал- 
гебра Ли. 

(i) Группа Aut,(g) — всюду плотная подгруппа группы Auty (4) 
в топологии Зарисского. 

(ii) Группы Aut,(a) и Auto (gq) связны в топологии Зарисского. 


По предложению 3 имеет место включение ] (4 (Гр)) < Aut. (4). 
По предложению 9 для всех автоморфизмов SE Аш, (4) замы- 
кание множества S./(q(Tp)) в топологии Зарисского содержит 
группу $./(Го). Следовательно, замыкание группы Aut,(g) co- 
держит Аш, (4).] (То) = Aut, (9) (предложение 6). Это доказы- 
вает утверждение (1). 

Пусть Aut, (4) = U 9” — разбиение группы Аш (4), где 
О и 0’ — относительно открытые в топологии Зарисского MHO- 
жества, причем © == 0. Если © = Q и если x — нильпотентный 
элемент алгебры Ли 4, то отображение т: {+ ®ехр([а4х) 
поля Е в АЩ. (4) полиномиально и, следовательно, непрерывно 
в топологии Зарисского. Таким образом, множество т (А) связно, 
а поскольку @ET(k), то имеет место включение T(R) CQ. 
Таким образом, Q.(expadkx) CQ, поэтому О.Ац (д) CQ и 
© = Aut,(q). Это доказывает, что группа Ат, (4) связна. Вслед- 
ствие утверждения (i) группа Aut (4) тоже связна. Ч. Т. Д. 


Мы увидим ($ 8, n° 4, следствие предложения 6), что группа 
Aut, (9) замкнута в множестве У в топологии Зарисского и 
является связной компонентой единицы группы Aut (9). Группа 
Aut, (9), напротив, не будет, вообще говоря, замкнутой в топо- 
логии Зарисского. 


*Предположим, что (9, b) — расщепленная алгебра Ли. Группа 
Auto(g) — это группа С (Е) Р-точек некоторой связной полупростой 
алгебраической группы С с тривиальным центром (присоединенной 
группы). Группа (Ta) совпадает с группой À (№), где À — подгруппа 


Картана группы Ли С с алгеброй Ли 5. Группой Ё-точек прообраза Я 


144 ГЛ. VIII. РАСЩЕПЛЕННЫЕ ПОЛУПРОСТЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ 5 


группы Я в универсальной накрывающей G группы С (в алгебраиче- 
ском смысле) будет группа Гр. Группа С (Е) совпадает с образом 
группы Ац (9) в группе С (Е) = Auto ($).„ 


5. Случай групп Ли 


ПрРЕдложеЕНИЕ 11. Предположим, что поле Е равно В, С 
или полному ультраметрическому недискретному полю. Пусть 
) — расщепляющая nodaneeöpa Картана алгебры Ли ц. 

(i) Группа Aut(g, 9) является подгруппой Ли группы Ли 
Aut (4) с алгеброй Ли ad). 

(ii) (Го) и (ge) (Тр) — открытые подгруппы в группе Aut ($, 5). 


(iii) Aut, (4) — открытая подгруппа в группе Aut (49). 
(iv) Если Е =В или С, то группа Аи. (9) является компо- 
нентой нейтрального элемента в Aut(q), т. е. равна Int(q). 


По следствию 2 предложения 29 гл. III, n° 8, и предложе- 
нию 36 из n° 10 Aut(g, 9) — подгруппа Ли группы Aut(g), ал- 
гебра Ли которой состоит из тех элементов adx (хе 4), для 
которых (ad x)b Ch, т. е. равна ad). 

Пусть Не у. Существует число #> 0, обладающее таким 
свойством: для таких t@k, что |f|<e, функция exp (ty (M)) 
определена при всех y = P(R) и отображение Y+— exp (ty (H)) — 
гомоморфизм 6; группы P(R) в группу k*. Отображение expt ad H 
определено при всех |1 | <= и индуцирует тождественное ото- 
бражение на пространстве D и гомотетию с коэффициентом 
с; (a) на пространствах 49; следовательно, ехр{а4 Н & (qof) (Тр). 
Ввиду утверждения (i) это доказывает, что группа (0°}) (Тр) 
содержит некоторую окрестность | группы Aut (6, 9) и, значит, 
является открытой подгруппой в Aut(g, 9). A fortiori группа 
[(То) является открытой подгруппой группы Aut (gq, 5). 


Для всех корней а = R имеет место включение exp ad 4° < 
< Ац+, (4). Ввиду утверждения (ii) группа Ач, (4) содержит 
некоторую окрестность | группы Aut(g), что доказывает утвер- 
ждение (111). 

Предположим, что R=R или С. Тогда Аи, (4) содержится 
в компоненте единицы С группы Aut(a) (гл. УП, $ 3, n° l) um 
вследствие утверждения (11) является открытой подгруппой 
в Aut(g). Следовательно, Аи (4) = С. Наконец, С = Int (9) 
вследствие предложения 30 (i) гл. Ш, $ 9, n° 8. 


$ 6. Модули над расщепленной полупростой 
алгеброй Ли 


В этом параграфе мы обозначаем через (9, 5) расщепленную 
полупростую алгебру Ли, через R — ее систему корчей, через У — 
ее группу Вейля, через В — базис системы корней R и через ЮВ. 
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(соотв. R_) — множество положительных (соотв. отрицательных) 
корней относительно базиса В. Мы полагаем 


„ep t= >, à 


GER, aeR_ 


b,=h-+n,, b_=bh+n.. 


Имеют место разенства п. = [6., b;], n_ = [b-, b_]. 


Для всякого корня a@R выберем элемент X, & q% Tak, 
чтобы выполнялось равенство 


[Ха, X-,] = — Но 


($2, n° 4); этот выбор не противоречит ни одному из данных 
выше определений. 


1. Веса и примитивные элементы 


Пусть У — некоторый 4-модуль. Для всякого Eh" обозна- 
чим через V* примарное относительно отображения A подпро- 
странство пространства У, рассматриваемого как \-модуль 
(гл. УП, $ 1, n° 1). Элементы пространства У^ называются эле- 
ментами веса A 4-модуля У. Сумма пространств V* прямая 
(гл. УП, $ 1, n° 1, предложение 3). Каковы бы ни были корень 


az 5" и вес Ле)", имеет место включение 4“И^ = У“*” (гл. VII, 
$ 1, n° 3, предложение 10(ii)). Размерность пространства V* 
называется кратностью веса À в модуле И. Если кратность >|, 
т.е. У^=20, то говорят, что À — вес модуля И. Если У — конечно- 
мерный модуль, то эндоморфизмы пространства У, определен- 
ные элементами из D, полупросты и, следовательно, V* — это 
множество таких элементов x@V, что Нх==А(Н)х для всех 
He). 


Лемма 1. Пусть V есть 9-модуль и v & V. Тогда следующие 
условия эквивалентны: 

вес ko; 

(ii) вс ko u n,o—0; 

(iii) hu € ku и qu =0 для всех ае В. 


(i) = (ii). Предположим, что имеет место включение Бо € ky. 
Тогда существует такой элемент AGH", что ое Vi. Пусть 
a=eR,. Тогда 4%. о< У^Г У^+° =0. Следовательно, и.о ==0. 

(ii) = (iii). Это очевидно. 

(1 = (i). Это следует из того, что множество (Хо), _ в поро- 
ждает алгебру Ли п, ($ 3, n° 3, предложение 9 (111). 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Шусть У есть 9-модуль, v= V. Назовем v 
примитивным элементом модуля V, если он отличен от 0 u удо- 
влетворяет условиям леммы 1. 


Примитивный элемент принадлежит некоторому простран- 

À à 
ству И’. Для любого элемента À =” через Их будем обозна- 
чать множество таких элементов ve V}, что b,u € Ки. Сле- 
довательно, примитивные элементы веса А совпадают с ненуле- 


выми элементами пространства v=. 


ПрРЕдложеЕНИЕ |. Пусть У есть G-modyAb, U — его примитивный 
элемент, а ® — вес элемента V. Предположим, что как 4-модуль 
У порожден элементом и. 

(i) Если U(n_) обозначает универсальную обертывающую 
алгебру алгебры Ли N_, то имеет место равенство V=U(N_).v. 

(ii) Для любого веса KE" V*— это множество таких эле- 
ментов ХЕ\, что Hx=A(H)x для всех Неу. Имеет место 


равенство У = & VA, и каждое пространство VA конечномерно. 
À e b* 


Пространство У” имеет размерность 1, и каждый вес модуля У 


имеет вид ®— oF Ny», где п, — целые числа > 0. 
аеВ 


(iii) Модуль У неразложим, и его коммутант состоит из CKa- 
ляров. 

(iv) Пусть U(g) — универсальная обертывающая алгебра алгеб- 
ры Личи & — центр алгебры U (9). Существует единственный го- 
моморфизм % алгебры Z в поле Е, такой, что для всякого 
ze & эндоморфизм гу является гомотетией с коэффициентом x (2). 


Пусть U (b,) — универсальная обертывающая алгебра алгеб- 
ры Ли 6,. Тогда 0 (4) =0 (и-).И (bs) (гл. I, $2, n° 7, след- 
ствие 6 теоремы 1). Значит, 


У =U (4). =0 (n_).U (b,).0 =U(n_).v. 


Обозначим через a, ..., а, попарно различные элементы из R,. 
Тогда элементы 
Ph ) 

(XX a Xa, (Py; sees P,)EN” 

образуют базис пространства И (n_), поэтому 
р р 
V = > ER os I (1) 
(P;» u. Pn) EN" 


Для ле)” положим 
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Вследствие предложения 2 (ii) из гл. УП, $ 1 n° 1, если Ве, 
то ограничение hy | Г, — гомотетия с коэффициентом À (h). Сле- 
довательно, Г) < VA. С другой стороны, из формулы (1) сле- 
дует, что | 
v= 2, la. 

NEGo-Na,—... —Na, 
Сумма пространств V* прямая (гл. УП, $ 1, n° 1, предложение ‚3). 
Таким образом, V*=T,, У — прямая сумма пространств V* и 
VA — множество таких элементов X = V, что йх =A(h)x при 
всех hE}. С другой стороны, число dim VA не Е 
числа таких наборов (ри,..., Pn) Е М", что ри + ... + риа, = 


— @— À. Это доказывает, что Vi =0, если he x Na, что 
aeB- 


dim V°=1 и что все пространства y” конечномерны. 
Пусть с — элемент коммутанта модуля У. Тогда для всех 
ре) имеют место равенства 


he (v) = ch(v) =o (h) с (5), 


и, следовательно, C(v) = У“; поэтому существует такой эле- 
мент {= k, что c(v)=Lv. Таким образом, для каждого набора 
(ру, ый. Pn) € N° 

Ри, Ри 


Ex + „+ ‚ Xa 0 = =... À. — oo == 1X, eee Х-а, о, 


так что с =[.1. Поэтому, коммутант модуля У состоит из ска- 
ляров. Это доказывает утверждение (iv), а также неразложи- 
мость модуля V. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Гомоморфизм X из предложения 1 (iv) назы- 
вается центральным характером 9-модуля V. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть V есть 4-модуль, порожденный при- 
митивным элементом е веса ®, и X — полупростой 9-модуль. 
Обозначим через Ф множество гомоморфизмов из 9-модуля У 
в 4-модуль X. Тогда отображение ф-->ф(е) — изоморфизм век- 


торного пространства D на векторное пространство Xz. 


Ясно, что ф(е) = Хл для всех PSO. Если ф(е) —0n gE, 
то ф=0, поскольку элемент € порождает 49-модуль Г. Пусть 
Î — ненулевой элемент пространства Xz. Покажем, что суще- 
ствует гомоморфизм фе D, для которого ф(е) =]. Пусть X’ — 
подмодуль модуля X, порожденный элементом [. По предло- 
жению | модуль Х’ неразложим и, следовательно, прост, по- 
скольку модуль À полупрост. Элемент (e, |) — примитивный 
элемент в 4-модуле VX X. Пусть N — подмодуль модуля УЖХ, 
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порожденный элементом (e, j). Имеет место включение N X Cc 
< рго (№) = X’, следовательно, МИХ =0 или МПХ=Х’. Если 
NNX=X’, то модуль N содержит линейно независимые эле- 
менты (е, |) и (0, }), оба — примитивные элементы веса ©. Но 
этого не может быть (предложение |), а значит, МПХ=0. 
Таким образом, pr, | М — инъективное отображение A модуля N 
в модуль V. Это отображение сюръективно, поскольку его 


образ содержит элемент е. Значит, ф== ргоой — такой TOMO- 
морфизм 9-модуля И в 9-модуль X, что ф(е) =}. 


2. Простые модули, имеющие старший вес 


Напомним, что задание базиса В определяет на простран- 
* : 
стве da отношение порядка (гл. VI, $ 1, n° 6). Неотрицатель- 


ными элементами пространства ba будут линейные комбинации 
элементов множества В с рациональными коэффициентами > 0. 
Вообще мы рассмотрим следующее отношение порядка между 
‚элементами A, u из D”: 
À—u больше 0, если разность A— U является линейной 
комбинацией элементов из множества В с положительными 


рациональными коэффициентами. 


Лемма 2. Пусть У — простой 4-модбуль, а ® — вес модуля У. 
Тогда следующие условия эквивалентны: 

(i) все веса модуля У имеют вид ® — U, где u — радикальный 
положительный вес; 

(ii) © — наибольший вес модуля У'); 

(iii) © + а не является весом модуля V ни для какого корня 
а = В. 

(iv) существует примитивный элемент веса о. 


(i) = (ii) = (iii). Это очевидно. 
(10) = (iv). Предположим, что условие (iii) выполняется. 
Тогда для любого элемента À =) подпространство 


Ker (hy — ®(й)) 


не равно нулю, содержится в У” и устойчиво относительно 
эндоморфизмов by. Индукцией по dim) мы убеждаемся в TOM, 
что существует такой ненулевой элемент и в пространстве У“, 
что bu C Rv. Из условия (iii) вытекает, что и.о =0, а значит, 
о — примитивный элемент. 


1) Наибольший вес модуля У мы будем называть его старшим весом. 
Аналогично вводится понятие младщего веса. — Прим. перев. 
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(iv) => (i). Пусть о — примитивный элемент веса @. Так как Mo- 
дуль У прост, то как Я-модуль У порождается элементом у. Та- 
ким образом, утверждение (1) следует из предложения 1. Ч. Т. Д. 


Таким образом, для простого 4-модуля существование при- 
митивного элемента эквивалентно существованию старшего веса 
или существованию максимального веса. 


| Существуют такие простые Sl (2, С)-модули И, что для любой под- 

алгебры Картана D алгебры Ли 81 (2, С) модуль У не имеет никаких 
весов ($ 1, упражнение 14е)). Эти модули бесконечномерны над по- 
лем С ($ 1, n° 3, теорема 1). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть V — простой 9-модуль со старшим 


весом ©. 
(i) Примитивными элементами модуля У являются ненулевые 


элементы пространства V”. 
(ii) Рассматриваемый как )-модуль модуль V полупрост. 


(iii) У= @BV*. Для каждого веса А ©)“ пространство V* 
EEG у роме того, 
dim V" = 1, 
(iv) 9-модуль У абсолютно прост. 


Утверждение (i), (ii), (iii) следуют из предложения | и 
леммы 2. Утверждение (iv) следует из предложения | (iii) и 
Als., chap. VIII, § 7, n° 3"). 


СлЕдствиЕ. Если У — конечномерный модуль, TO канонический 
гомоморфизм U (a) —> End (У) сюрзективен. 


Это вытекает из утверждения (iv), см. Alg., chap. Vill, § 2, 
n° 39. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть У — простой 4-модуль co старшим 


весом ®, X — полупростой 9-модуль и X” — изотипная компонента 
типа V в модуле X. Тогда X’ — подмодуль модуля X, порожден- 


ный подпространством Xx. Длина этого модуля равна размер- 
ности пространства Хл. 
Пусть Х” — подмодуль в Х, порожденный подпространст- 


вом Хл. Ясно, что все подмодули модуля X, изоморфные мо- 
дулю И, содержатся в модуле X”. Следовательно, Х’ с Х”. 
Но по предложению 2 имеет место включение X” X’. Следо- 
вательно, X’=X”. С другой стороны, пусть D — множество 


1) См. также Алг., гл. VIII, $ 4, n° 3, и Алг., гл. VIII, $ 13, n° 4, — 
Прим. перев. 
2) См. также Ave, гл, VIII, $ 13, n° 4. — Прим. перев. 
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гомоморфизмов 4-модуля ИУ в 9-модуль X. Длина модуля À” 
равна dim, D (Алг., гл. VIII, § 4, n° 4), а значит, dim, Xz (пред- 
ложение 2). 


3. Теорема существования и единственности 


Пусть Але)“. Так как В, = Фи, ии, =[b,, 64], то ото- 
бражение A+n+>A(h) (где AEb, nen,) алгебры Ли В, 
в поле À является 1-мерным представлением алгебры Ли by. 
Обозначим через [, векторное К-пространство, снабженное 
структурой В.-модуля, которую определяет это представление. 
Пусть 0 (3), U(b,)— универсальные обертывающие алгебры 
для g, b,, причем U(b,) рассматривается как подалгебра BU (4); 
напомним, что ИП (4) является свободным правым U (6 ,)-модулем 
(гл. I, $2, n° 7, следствие 5 теоремы 1). Положим 


2 (A) =U (9) Ou (в. ) La. (2) 


Тогда Z (A) — левый 9-модуль. Обозначим через е его элемент 
191. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 65. (i) Элемент е — примитивный элемент из Z (A) 
веса À, ие порождает Z (À) как д-модуль. 

(ii) Пусть Z (A) = 2 Z(A)". Любой подмодуль модуля Z (A), 

u 

отличный от Z (A), содержится в модуле Z (A). 

(iii) Существует наибольший подмодуль Г, модуля 2 (A), от- 
личный от 2(^). Фактормодуль Z(A)/F, прост, и его старший 
вес равен À. 


Ясно, что элемент е порождает 9-модуль 2 (à). Если хе |., 
то имеют место равенства 


2.= BR. 111,981 > 
=19x.1=A()(l81)=Alk)e, 


откуда следует утверждение (i). 
9-модуль Z(A) полупрост (предложение 1). Если С есть 
4-подмодуль модуля Z(A), то @ = № (GZ (a)"). Предположе- 
m 


eh* 
ние. а [| Z (1) 520 влечет за собой G = Z (A), так как dim Z (à) =] 
и 4-Monyab Z(A) порождается элементом ег. Поэтому если 
G#Z(A), то G— >, GNZ (= Z* (A). 
Пусть Fy — ea отличных OT Z (A) подмодулей Mo- 
дуля Z(A). Вследствие условия (ii) имеет место включение 
Bez (A). Значит, F, — наибольший отличный от Z (A) под- 
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модуль модуля Z(A). Ясно, что фактормодуль Z(A)/F, прост и 
что образ элемента е в модуле Z(A)/F, при канонической проек- 
ции является примитивным элементом веса A. 


Далее в этой главе 9-модуль Z(A)/Fy,, введенный в предло- 
жении 5, будет обозначаться через Е (^). 


ТЕОРЕМА 1. Пусть À ED". Тогда ч-модуль Е (^) прост и его 
старший вес равен À. Каждый простой 9-модуль со старшим 
весом À изоморфен модулю E (A). 


Первое утвэрждение следует из предложения 5(iii). Второе 
утверждение следует из предложения 4. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть V есть 9-модуль, À — элемент про- 
странства 5", о — примитивный элемент из V веса À. 

(1) Существует, и притом единственный, гомоморфизм 
1: 2 (Л) > V 9-модулей, такой, что ф(е) =v. 

(ii) Предположим, что модуль У порожден элементом V. Тогда 
гомоморфизм ф сюръективен. Чтобы гомоморфизм ф был биек- 
тивен, необходимо и достаточно, чтобы для каждого ненулевого 
элемента и алгебры U (n-) эндоморфизм U, был инзективен. 

(iii) Отображение u—u@l модуля U(n_) в модуль Z (A) 
биективно. 


Пусть К — ядро представления алгебры U(b,) в простран- 
стве L,; в пространстве U (b,) коразмерность этого ядра равна 1. 
Пусть /=0 (4) К — левый идеал алгебры И (4), порожденный 
множеством К. Тогда модуль L, естественно отождествляется 
с левым U(b,)-monysem U(b,)/K, а модуль Z(A)—c левым 
U (8)-модулем U (a)//. Имеет место равенство К.у==0, поэтому 
J.v=0, что доказывает утверждение (i). 

Предположим теперь, что модуль У порожден элементом у. 
Ясно, что гомоморфизм ф сюръективен. 

По теореме Пуанкаре — Биркгофа — Butta (гл. I, $ 2, n° 7, 
следствие 6 теоремы 1) базис пространства U (n_) над полем К 
является также базисом правого U (Ъ,)-модуля U (4). Следова- 
тельно, отображение ф: ин>и® 1 пространства И (и-) в про- 
странство О (9) ов, )L, биективно. Пусть и=О (и-). Тогда 
эндоморфизм ф- °ил(л) оф пространства U (n_) совпадает с умно- 
жением слева на элемент и. Учитывая следствие 7 теоремы 1 
гл. 1. $2, n° 7, получаем, что гомоморфизм ира) инъективен, 
если и == 0. Следовательно, если гомоморфизм Ÿ биективен, TO 
эндоморфизм Uy инъективен для всех ненулевых элементов` U 
алгебры U (n_). 

Предположим, что эндоморфизм ф не инъективен. Kor 
существует такой элемент ие И (и-), что и 0 и ф(ф (и)) =0. 
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Таким образом, 
Ну. vu HS) =ф(и® 1) =ф(ф(и)) =0. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть VE)" и а В таковы, что А(На) + 1 EN. 
Тогда модуль Z(— a + $,^) изоморфен некоторому 9-подмодулю 
модуля Z (A). 


Положим m==A(H,). Пусть х=Х"+ ve Z(A) и У — под- 
модуль модуля Z (A), порожденный элементом X. Мы получаем, 
что x 5Е 0 (предложение 6). С другой о en een 
Если BEB u Pa, то [g-%, 48] —0 u g®.e=0, следовательно, 
g® .x == 0. Наконец, поскольку [Ха, X-a] = — На, TO ie Хх"! ] = — 

—=(т -Р ПХ“. (—Н.-т) ($ 1, n° 1, лемма I (ii)), откуда сле- 
дует, что 


Ха. х = XaX ie =[X,, Хе] е== 
— (т + 1) X”, (me — 4(H,) e) = 0. 


Таким образом, х — примитивный элемент веса À — (m-+ l)a. 
Учитывая предложение 6, получаем, что 4-модуль У изоморфен 
модулю 1 (-- а + А — та) = Z (— a + SA). 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть p= + 3 а и aA, web’. Предположим, 
ER, 

что À + 0 — доминантный вес относительно системы R и что суще- 

ствует элемент wEW, для которого и о = (^- 0). Тогда 

модуль Z(u) изоморфен некоторому подмодулю модуля Z (A). 


Утверждение очевидно, если ш=1. Предположим, что 
справедливость утверждения установлена при условии, что 
длина элемента & меньше 4. Если теперь длина элемента W 
равна 4, то существует такой корень ac В, ЧТО W—Ss,w "|, 
причем I(w)=g-— 1. Мы получаем, что w’ (a) = Ry (гл. VI, 
$ 1, n°6, следствие 2 предложения In и, следовательно, 
(м ‘(А p)) (Hg) = (4 + 0) (Ньа) — целое число 50. Положим 


Ш = w’-'(A +0) — 0. 


По предположению индукции модуль Z(w) изоморфен под- 
модулю модуля Z (A). С другой стороны, по предложению 29 (ii) 
из гл. VI, $ 1, n°10, мы получаем, что 


—a+ su’ = — @- sw (Ао) — $0 = (Ао) — о=иц. 


Кроме того, e(H,)=1 (гл. VI, § 1, предложение 29 (iii)), 
а значит, и’ (Но) + 1 = М. Таким образом, из следствия | выте- 
кает, что модуль Z(u) изоморфен подмодулю модуля Z(p’), 
а следовательно, некоторому подмодулю модуля Z (A). 
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4. Централизатор подалгебры Картана | 
в универсальной обертывающей алгебре алгебры Ли 4 


Пусть U — универсальная обертывающая алгебра алгебры 
Ли 4, а V ZU — универсальная обертывающая алгебра ал- 
гебры Ли В. Алгебра У естественно отождествляется с сим- 
метрической алгеброй $ (5) пространства b, а также с алгеброй 
полиномиальных функций на D. Обозначим через a), ..., Ay 
попарно различные положительные корни. Пусть (Ни,..., H,) — 
базис пространства D. По теореме Пуанкаре — Биркгофа — 
Витта элементы 

u (a) (т,), (в) = XU, Xt, НМ... НИХ... ХР 
(dis er р; — целые 20) образуют базис векторного простран- 
ства U. Для каждого Ае=\ имеет место равенство 


[h, и ((9:), (mz), (pi) = 
= (pi — 9) + ... - (Pn — Gn) ав) (В) и ((4;), (mi), (р:)). (3) 


Векторное пространство U является 4-модулем (а следова- 
тельно, и №-модулем) относительно присоединенного предста- 
вления. Если AED", то определены подпространства U* и U, 
(гл. VII, $ 1, n°3); формула (3) показывает, что И* =) и что 


(= ŒUX (где Q— группа радикальных весов системы А). 
ЛЕО 


В частности, U? является централизатором модуля В или Mo- 
дуля V в алгебре U. 


Лемма 3. Положим L(n_U)NU. 

(1) poe D и [, — двусторонний идеал алгебры UN. 

(ii) U=VEL 

Ясно, что U (соотв. Un.) — это множество таких линейных 
комбинаций элементов u((g;), (m;), (р;)), что D a>0 (соотв. 
Ур: > 0). С другой стороны, 


и ((9;), (m), (p;)) = U2 <=> ро... + р, = qi + ... + quo. 


Поэтому (n_U)NU’=(Un,)NU°. Наконец, (n_U)NU° (соотв. 

(Un,)NU°) является правым (соотв. левым) идеалом в U", 

откуда следует утверждение (i), Кроме того, элемент и((4;), 

(т;), (p;)) алгебры U° принадлежит У (соотв. L) тогда и только 

тогда, когда pi =... = m =091 = ... =, =0 (соотв. pı +. 
„ра -. men Gn > 0), что доказывает утверждение (ii). 
1... 


Ввиду леммы 3 проекция U? на У — гомоморфизм алгебр, 
ядро которого равно [. Этот гомоморфизм называется 
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гомоморфизмом Хариш-Чандры алгебры U? на алгебру И (относи- 
тельно базиса В). Напомним, что алгебру У можно отожде- 
ствить с алгеброй полиномиальных функций на В". | 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть AE", У — некоторый g-modyao, 
порожденный примитивным элементом веса À, X — центральный 
характер алгебры У и g@— гомоморфизм Хариш- Чандры ал- 
гебры U? на алгебру V. Тогда для любого zZ из центра универ- 
сальной обертывающей алгебры U выполнено равенство Y(2) = 
= (p (z))A. 

Пусть о — примитивный элемент пространства У веса À, 
а г — элемент из центра алгебры U. Тогда существуют такие 
iy, El и В, ..., 2p 04, Что 2 H(z) + an, +... им, 
Таким образом, 


4 (г) 0 = 20 = (2) 0 + што... +u,n,v = @ (2) v = (ф(2)) (A) v. 


СЛЕДСТВИЕ. Пусть (. , ») — невырожденная инвариантная сил- 
метрическая билинейная форма на алгебре Ли 49, а С — элемент 
Казимира, ассоциированный с этой формой. Тем же симво- 
лом (.,.) обозначим форму на 5", являющуюся обратной формой 
для ограничения формы (.,.) на пространство b ($ 2, n°3, 


предложение 5). Гогда x(C)=(A, À + 20), где p= > 3 а. 


аеК. 


Воспользуемся обозначениями из предложения 6 $ 2, n°3, 
Имеет место равенство 


с= У жк + 2 к + 


ae R_ a=R = 
+ % x Ke X-d У ны; 
| ое К. ie] 
Следовательно, 
1 / 
g(C) = > ох Mar X-al + >, H;Hi. 
ack, iel 


По предложению 7 


1O= У AR Xa) + У AMH)AH). 


aeR, iel 


Пусть A, — такой ‘элемент пространства D, что (A,, hy =A(h) 
для всех heb. По предложению 1 из $ 2, n°2, имеют место 
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равенства 
4 1 
À (5 [Xa X-.]) = (hy, Ka x Ru X-.]) =a(h)=(A, a). 


Следовательно, 


n(C)=( 2, (à, a)) + №) = (A, À + 96). 
a = à. 


$ 7. Конечномерные модули над расщепленной 
полупростой алгеброй Ли 


В этом параграфе мы сохраним основные обозначения из 6 6. 
Через Р (соотв. Q) обозначается группа весов (соотв. группа 
радикальных весов) системы корней Ю. Через Ps (соотв. О.) 
обозначается множество элементов группы Р (соотв. Q), поло- 
жительных относительно некоторого определенного базисом В 
упорядочения системы К. Через Р.. обозначается множество 
доминантных весов системы Ю относительно базиса В (гл. УГ, 
$ 1, n° 10). Элемент À пространства 5* принадлежит Р (соотв. Р+ +) 
тогда. и только тогда, когда все числа (Ну), ае В, целые 
(соотв. целые >20). Имеет место включение P+, CP, (гл. VI, 
$ 1, n°6). Если we W, то через e(w) обозначается derepaunanr 


автоморфизма w, равный 1 или —1. Положим p = >) а. 
| г 


1. Веса простого конечномерного 4-модуля 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть У — конечномерный 9-модуль. 
(i) Все веса модуля У содержатся в P. 
(ji) V= Фу’. 
ue P 
(iii) Для всякого в © В* пространство V" состоит из тех хе = y, 
для которых h.x—u(h)x при всех hE bh. 


Для каждого корня a = В существует гомоморфизм алгебры 
Ли 8{(2, k) в алгебру Ли 4, который переводит Н в Hg. По 
следствию предложения 2 из $ 1, n°2, эндоморфизм (Ноу 
приводится к диагональному виду и его собственные значе- 
ния — целые числа. Следовательно, множество эндоморфизмов 
(H,)y при a = В приводится к диагональному виду (Alg., chap. 
УП, $5, n°6, proposition 13). Следовательно, для всех heh 
эндоморфизм Ay приводится к диагональному виду. По предло- 


жению 9 из гл. VII, $ 1, n°3, имеет место равенство У = D ag 
| . neh* 

С другой стороны, если V"=0, то из предыдущего видно, что 

и (Н.) = Ё.для всех корней а = В, откуда следует, что pS P, 
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Это доказывает утверждения (1) и (11). В то же время ясно, 
что эндоморфизм Ay приводится к диагональному виду. Отсюда 
вытекает утверждение (iii). 


СЛЕДСТВИЕ. Пусть о — конечномерное представление алгебры 
Ли q и O— биличейная форма, ассоциированная с представле- 
нием о. 

(i) Если x, y ED, то Ф(х, уе 9 и Ф(х, x)EeQ.. 

(ii) Если представление о инъективно, то ограничение формы D 
на подалгебру bh невырожденно. 


Утверждение (i) следует из предложения 1, поскольку эле- 
менты множества Р принимают на пространстве 9, рациональ- 
ные значения. Если представление о инъективно, то форма Ф 
невырожденна (гл. I, $ 6, n°l, предложение 1); следовательно, 
ограничение формы D на пространство D невырожденно (гл. УП, 
$ 1, n°3, предложение 10 (111). 


JIEMMA 1. Пусть У — некоторый 9-модуль и о — соответствую- 
щее представление алгебры Ли 9. 

(i) Если a— нильпотентный элемент алгебры Ли 9 и если 
элемент © (а) локально нильпотентен, то для любого bE 4 


о (ead ab) = ee (dp (5) ee (a, 


(ii) Если aER u образы элементов пространств g* u 9“ 
при представлении о локально нильпотентны, то множество весов 
модуля У устойчиво относительно отражения Sa: 


В предположениях утверждения (i) имеет место равенство 
о ((ad a)" 6) = (а4р (а))" о (6) для всех nO, u, следовательно, 
о (ead ab) = e24¢ (а)о (6). С другой стороны, можно доказать так же, 
как и утверждение (ii) леммы 1 из гл. УП, § 3, n°1, что 
справедливо равенство 


ead 0 (ag (6) = e° (ap (6) е-е (a), 


Пусть выполняются предположения утверждения (1). Пусть 
0, = e748 *ae74 Х-аоа4 Xa, По утверждению (i) существует такой 
элемент SEGL(V), что p0(6,b) = $0 (b) ST" для всех DEQ. 
Значит, эндоморфизм 0,| сопряжен к эндоморфизму 5, ($ 2, 
n°2, лемма 1). Пусть À — вес пространства V. Существует такой 
ненулевой элемент X пространства И, что о (й) (х) = А (h)x для 
всех hE}. Таким образом, мы получаем, что 


о (h) $ 'х= $ ('s,h) х= SU sh) x = ($04) (h) $ 'х 


при всех hE}. Следовательно, sg — вес модуля И. 


2 $7. КОНЕЧНОМЕРНЫЕ МОДУЛИ 157 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть У — конечномерный 9-модуль и 
se Aut, (9). 

(i) Существует такой автоморфизм $ = СЕ (У), что ($ (х))у = 
—5х,$ ' для всех x EQ. 

(ii) Если se Aut, (9), то в качестве $ можно выбрать элемент 
из $. (У), относительно которого устойчивы все 9-подмодули 
модуля V. 


Утверждение (ii) следует из леммы I(i). Пусть теперь 
se Аць (4). Обозначим через о представление алгебры ЛИи 4, 
определенное модулем V. По утверждению (ii) представления 0 
H P © S становятся эквивалентными после расширения поля ска- 
ляров. Следовательно, они просто эквивалентны (гл. I, $ 3, n°8, 
предложение 13), откуда вытекает существование искомого 
автоморфизма 5. 


Замечание 1. Пусть автоморфизм S удовлетворяет условию 
предложения 2(1), и пусть hb’ ==5(5). Обозначим через 5* изо- 
* 
морфизм At>Aos~' пространства |” на 6”. Ясно, что 


A S*A 
S(v*)=v*". 
B частности, имеют место 


СЛЕДСТВИЕ 1. Изоморфизм $" переводит веса модуля У относи- 
тельно подалгебры Картана № в веса модуля У относительно 
подалгебры Картана b’; два соответствующих друг другу веса 
имеют одинаковую кратность. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть wEW. Каков бы ни был вес NEF’, 


yA WA 
векторные подпространства V u V ‘имеют одинаковую раз- 
мерность. Множество весов модуля У устойчиво относительно 
действия группы У. 


Действительно, изоморфизм W имеет вид S для некоторого 
se А, (6, 6) ($ 2, n°2, следствие теоремы 2). 


Замечание 2. Ввиду следствия предложения 2 и замечания 2 
из $ 5, n°3, можно говорить о весах модуля У относительно 
канонической подалгебры Картана алгебры Ли ци о кратностях 
этих весов. 


Замечание 3. Лемма 1(i) и предложение 2 остаются спра- 
ведливыми, причем проходят те же доказательства, если не 
предполагается, что алгебра Ли 4 расщепленная. 


2. Старшие веса простых конечномерных 8-модулей 


ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы простой 9-модуль имел конечную 
размерность, необходимо и достаточно, чтобы его старший вес 
принадлежал P+. on 
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Обозначим через У некоторый простой 4-модуль, а через 
X — множество его весов. 
а) Предположим, что У — конечномерный модуль. Тогда 
X — непустое конечное множество (предложение 1), у которого 
есть максимальный элемент ©. Пусть a = В. Тогда o+ag€ X, 
а это доказывает, что ® — старший вес модуля V ($ 6, n°2, 
лемма 2). С другой стороны, существует гомоморфизм алгебры 
Ли 8[(2, К) в алгебру Ли 94, который переводит элемент Н 
в элемент H,; по предложению 2(i) из $ 1 @(H,) — целое 
число >0, а следовательно, ЕР. +. 
6) Предположим, что у модуля У имеется старший вес ©, 
который принадлежит P,,. Пусть a= В, и пусть е — прими- 
ТИВНЫЙ элемент модуля V веса @. Положим e, = X1 е для всех 


120, m=o(H, EN и N= Sie, Согласно предложению 1 
j=0 


na. §-1, n°2, Ken = 0. Ecru ВЕВ и В=-а, то [Xp pan ee 


а значит, Xpém41 = X8X Не = X" Хве = 0. Если em #0, TO 
из этих равенств мы заключаем, что еи., — примитивный эле- 
мент, а этого не может быть ($ 6, предложение 3 (1)); поэтому 
Em+ı0. По следствию предложения | $ 1, n°2, элемент N 
устойчив также относительно действия подалгебры 84, порожден- 
ной элементами Но, Хо и X-g. Следовательно, алгебра Ли 8, 
редуктивна в алгебре Ли 9, и, таким образом, сумма конечно- 
мерных подпространств модуля ИУ, устойчивых относительно 
действия 8, является 9-подмодулем модуля И (гл. I, § 6, n°6, 
предложение 7). Поскольку эта .сумма не равна нулю, она 
совпадает с У. Отсюда следует, что эндоморфизмы (Хау и (Х- ау 
локально нильпотентны. Учитывая лемму | (ii), получаем, что 
множество & устойчиво относительно Sy для любого корня а. 
Следовательно, множество & устойчиво относительно группы W. 
Таким образом, каждая орбита группы W в множестве Р пере- 
секается с множеством P,, (гл. VI, $ I, n°10). С другой сто- 
роны, если ле=ЯПР.:, To A=o— > No = >. n'a, где 
а =В а ЕВ 

п ЕМ и п, >20 при всех a&B (гл. V, $ 3, n°5, лемма 6). 
Следовательно, & [| Р.,. — конечное множество, и, значит, & ко- 
нечно. Так как каждый корень имеет конечную кратность 
(§ 6, n°1, предложение 1(1)), то модуль У конечномерен. 


CAEACTBHE 1. Если ASH и ЛЕР.., To 9-модуль E (A) 
($6, n°3) бесконечномерен. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Когда A пробегает множество P,,, 4-модули Е (à) 
образуют множество представителей классов простых конечно- 
мерных 9-модулей, 
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9-модуль E (A) называется фундаментальным 4-модулем, если 
À — фундаментальный вес; соответствующее представление назы- 
вается фундаментальным представлением алгебры Ли 9; такое 
представление абсолютно неприводимо ($ 6, n°2, предложе- 
ние 3 (iv)). 

Если V — конечномерный 4-модуль HA=EP,,, то изотипная 
компонента типа E(A) в модуле У называется изотипной KOM- 
понентой старшего веса À модуля V. 


Замечание 1. Пусть ЛЕР+ +, р» — представление алгебры Ли 9 
в модуле E(A), se Aut (9 и о — канонический образ элемента $ 
в группе Ац+ (Ю, В) ($5, n°3, следствие | предложения 5). Тогда 
представление р,°$ эквивалентно представлению Po; действи- 
тельно, если $ © Аиф (4), то представления рло$ и Pg, эквива- 
лентны представлению P, (предложение 2). Если подалгебра 
Картана и базис В устойчивы относительно автоморфизма $, 
то модуль, отвечающий представлению 0, о $, прост и его старший 
вес равен OA. 

В частности, фундаментальные представления переставляются 
между собой под действием автоморфизма $, и эта перестановка 
тождественна тогда и только тогда, когда se Аиц (4). — 


Рис. 1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть V — конечномерный 9-модуль и 
& — множество весов модуля У. Пусть NGA, ае В, I — мно- 
жество таких чисел (ЕЙ, что + ме, ар (соотв. — q) — 
наибольший (соотв. наименьший) элемент множества I. Пусть 
т; — кратность веса А- 14. —- 

(i) /=(—q, рр u g—p—=2(H). 

(ii) Для каждого целого числа и <= (0, p + а} веса À +(p—u)a 
и A+(—g+u)a сопряжены с помощью отражения Sa U 
Т-—д+и — Тр-и. 

(ili) FeauteZut <(p— 9), TO ea! a asc (Xa)y есть UHBEK- 


тивное отображение пространства V**'* в пространство V"t"t) ®, 
(iv) Функция tr—>m, возрастает на отрезке (— 4, (p— D2) 
и убывает на отрезке ((p — q)/2, р). 
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Пусть ae В. Снабдим У структурой $1(2, ^)-модуля, опре- 
деленной с помощью элементов Хо, X-,, Но алгебры ЛИи 9. 
Тогда каждый ненулевой элемент пространства У^+?“ прими- 
тивен. Следовательно, (À + ра) (Но) >0 и (X-,) Vitre = 0 для 


О < г => (^ + ра) (Ha) = À (Но) + 2p 
($ 1, n°2, предложение 2). Отсюда следует, что У^+ == 0 для 


poetSp—(A(Hq) + 2p), поэтомур + 4 2A(H,) + 2p. Применяя 
это к корню —@, мы получаем, что 


Р-+9>^(Н-«) + 294 = —^ (Но) + 249. 


Следовательно, 4 — р = (Н.) ил | «= & для р>Ё > — 4, что 
доказывает утверждение (1). 

Имеем 5$ (а) = —&а и 5.(и) Ец- Ка для всех це 5". По- 
скольку множество & устойчиво относительно группы W (след- 
ствие 2 предложения 2), то серия {A — да, À — ga-+a, ..., À + pa} 
устойчива относительно отражения Sg, которое переводит вес 
À — ga + на в вес À + ра — ua при всех u = k. Снова принимая 
во внимание следствие 2 предложения 2, мы видим, что 
M-g4u = Mp-u для всех целых чисел ие (0, p+ 4). Это дока- 
зывает утверждение (ii). 

По следствию предложения 2 из $ | эндоморфизм (Хау | VAT 
инъективен при [< (р— 9)/2. Стало быть, эндоморфизм (Ха), 
отображает пространство У^+!“ в пространство /^+(+1а. Таким 
образом, т. 2и при t<(p—q)/2. Заменяя корень @ на 
корень — 0, мы видим, что Mir < и при t>(p—q)/2. Это 
доказывает утверждения (iii) и (iv). 

СЛЕДСТВИЕ |. Если ле и A(H,) 1, то А —ae. Если 
^^ а= ® и \(H,)=0, TIEF ил- а=@. 

Это утверждение сразу же вытекает из предложения 3 (1). 

СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть we Pi, и veQ,. Если ци уе, 
то це. 


Запишем v = 2. Са.@, The cg EN для Любого а = В. Наше 
a 


утверждение очевидно, если » Cy —0. Предположим, что 
aeB 
У Ca> 0, и проведем доказательство индукцией по D, Cy. 


acs а =В 
Пусть (.|.) — билинейная симметрическая положительная 


невырожденная -инвариантная форма на 0». Имеет место 
3. Ca) > 0, а значит, существует Ве, 
а = В 


соотношение (7 


такой, что >| и (v|ß)>0. Отсюда v(H,) > 1. Поскольку 
pBEP,+,,T0 (u + v)(H,)2 1. Согласно следствию l,u+w— BEL, 
и достаточно применить предположение индукции. 
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СлеЕдствиЕ 3, Пусть ve V — примитивный элемент веса ©, 
и пусть »— множество таких элементов ае= В, что ® (На) =0. 
Стабилизатор в 9 прямой Ко есть параболическая алгебра hs, 


ассоциированная с >» ($ 3, n°4, замечание). 


Заменяя, если необходимо, 9-модуль V его 9-подмодулем, 
порожденным элементом UV, можно считать, что У прост. Пусть 
8 — его стабилизатор. Тогда (ny)y v= 0, (b), uC kv. Пусть а = В 
таков, что ®(Но) =0. Имеем o ав, откуда о-в 
(предложение 3 (1)), и, следовательно, (4—4), v — 0. Это все пока- 
зывает, что PL, CS. Если 9,78, то 8 ==}, где 2° — подмно- 
жество в В, строго содержащее 2. Пусть BG X’—X. Тогда 9-В 
стабилизирует Ко, а следовательно, обращает в нуль 9. По- 
скольку @(H,) > 0, это противоречит предложению 3 (iii). Ч. Т. I. 


Подмножество @ множества Р называется Ю-насыщенным, 
если оно удовлетворяет следующему условию: для любого À = & 
и любого корня ае Ю выполняется соотношение À — {a = &, 
каково бы ни было целое число {, заключенное между 0 и A(H,). 
Так как S,(A)==A—A(H,)a, то мы видим, что Ю-насыщенное 
подмножество множества Р устойчиво относительно действия 
группы W. Пусть 4 CP. Будем называть элемент A множества Y 
Ю-экстремальным в множестве Y, если для всех корней aGR 


или At+agéYy, или A—a Ey. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть У — конечномерный 9-модуль и а — ye- 
лое число 21. Тогда множество весов модуля У кратности > d 
является Ю-насыщенным. 

Утверждение сразу же следует из предложения 3. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть У — простой конечномерный 9-модуль, 
« — его старший вес, © — множество его весов. Выберем положи- 
тельно определенную невырожденную У-инвариантную сил- 
метрическую билинейную форму (.|.) на Dee и пусть Ar>|| A || = 


— (À ES — соответствующая норма. 

(i) ® — наименьшее Ю-насыщенное подмножество множества P, 
содержащее вес ©. 

(ii) К-экстремальные элементы множества A, и только они, 
сопряжены с элементом À относительно действия группы W. 

(ii) Если WE, To |в|<|®|. Если, кроме того, WW, то 
lu+ell<llo+el. 
Если u не является Ю-экстремальным элементом множества À, TO 

(iv) #=И . (® ПР. .). Для того чтобы элемент A множе+ 
ства Р.. принадлежал множеству #ПР..., необходимо и доста- 
точно, чтобы O—-KEQ,. 

(i) Пусть &’ — наименьшее АЮ-насыщенное подмножество 
множества Р, содержащее ®. Тогда & < @& (предложение 4). 


6 Бурбаки 
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Предположим, что & == &’. Пусть À — максимальный элемент 
множества @ — 7”. Так как A, то существует такой 
корень а <= В, что А+ а== 47. Введем ри g Tak же, как в пред- 
ложении 3. Поскольку А — максимальный элемент в множестве 
Я — 7’, 704+ pas 47’. Так как множество & устойчиво отно- 
сительно группы W, то по предложению 3(1) À — да = &”. Следо- 
вательно, A+ иа = & для целых чисел и из отрезка (— gq, р). 
Это противоречит тому, что AE X”, и доказывает утверждение (i). 

(ii) Ясно, что ® есть Ю-экстремальный элемент множества &; 
следовательно, его образы под действием группы W — тоже 
В-экстремальные элементы множества &. Пусть À есть Ю-экстре- 
мальный элемент множества &; докажем, что = W .о. Так как 
существует такой элемент ше, что ил ЕР. (гл. УГ $ 1, 
n° 10), то можно предположить, что À ЕР... Пусть а & В; введем 
р и g так же, как в предложении 3. Вследствие того что À яв- 
ляется Ю-экстремальным весом, или р —0, или 9 =0. Так как 


q— р=А(Но) 29, 


то неравенство p > 0 невозможно. Следовательно, p —0, так 
что À ==0. | 

(iii) Пусть ве MN Py. Тогда о ЕР, no—ueQ, 
($6, n°1, предложение 1), следовательно, 0 < (® — и |®- и) = 
— (© | ®) — (u|u); таким образом, (U|u) < (®| о), и это утвер- 
ждение распространяется с помощью группы Вейля на все 
элементы UE &. Если теперь p = & — {ow}, то мы получаем 


(u+plu+p)={(ulu) +2(ule) 4+ (© |6) < 
< (®|®) + 2 (и |6) + (© |6) = 
— (© +p|o+p) —2(o— plo). 


Ho © — в = > fa, где He все из целых чисел п. 20 равны 
au = 


нулю, поэтому (®— в |0) > 0, поскольку (0|а)>0 при всех 
a=B (гл. VI, $ 1, n°10, предложение 29 (11)). Если u He 
является Ю-экстремальным элементом множества &, то суще- 
ствует такой корень ER, что и | а= ин — а= %. Таким 
образом, 


Иы| < зир (| tal, Ir — в) < sup ll 


и по предыдущему эта верхняя граница длин корней равна ||]. 

(iv) = .(ZNP,+) вследствие гл. VI, $ 1, n°10. Если 
NEL, то о — ЛЕС, ($ 6, n° 1, предложение 1). Если леЕР. + 
и о —Леод., то Ле & (следствие 2 предложения 3). 


Следствие. Пусть & — конечное Ю-насыщенное подмножество 
множества Р. Тогда существует конечномерный 4-модуль, мно- 
жество весов которого совпадает с &. 
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Так как множество & устойчиво относительно действия 
группы №, то & совпадает с наименьшим Ю-насыщенным 
множеством, содержащим ПР... По предложению 5(i) # 


является множеством весов модуля ео Е (A). 
NE BN PRE 


Замечание 2. Напомним (гл. VI, $ 1, n°6, следствие 3 пред- 
ложения 17), что существует единственный элемент Wy группы W, 
который переводит базис В в базис — В; имеет место равен- 
ство и =1|, и элемент — Wy сохраняет отношение порядка 


в множестве Р. Отметив это, предположим, что У — простой 
конечномерный 4-модуль, а © — его старший вес. Тогда wo (®) — 
младший вес модуля У, и его кратность равна |. 


3. Микровеса 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть ASP u © — наименьшее К-насыщен- 
ное подмножество множества P, содержащее вес À. Выберем 
норму ||.|| так же, как в предложении 5. Тогда следующие 
условия эквивалентны: 

i) @=W.A; 

(ii) все элементы множества & имеют одинаковую длину; 

(iii) A(Hg) € {0, 1, — 1} для каждого корня GER. 

Каждое непустое Ю-насыщенное подмножество множества Р 
содержит элемент À, удовлетворяющий предыдущим условиям. 


Введем следующее условие: 
(ii’) при всех а <= А и целых числах & содержащихся между 0 
И ^ (Но), 
[А — ta || 1 À ||. 


(i) => (ii) = (ii’). Это очевидно. 

(1’) = (iii). Предположим, что выполнено условие (ii’). Пусть. 
ae Ю. Тогда имеет место равенство ||^ | = А, —A (H,)al. Сле- 
довательно, для всех целых чисел [, содержащихся строго 
между 0 и A(H,), выполнено неравенство || A—fa|| < ||A ||, поэтому 
таких чисел нет, откуда вытекает, что | (Но) |< 1. _ | 

(iii) > (i). Предположим, что условие (11) выполнено. Пусть 
ше иае К. Имеем (^)(Н,)=^(Н„-1,)е= {0, 1, —1}. Если 
[ — целое число, содержащееся между 0 и (wA)(H,), то вес 
WA — ta Nahi или WA, или Ss, (WA). Это доказывает, что множе- 
ство И.Л является Ю-насыщенным, откуда W=W.A. 

"Пусть 4/ — непустое Ю-насыщенное подмножество множе- 
ства Р. BY существует вес À минимальной длины. Ясно, что 
вес re удовлетворяет условию (ii’), откуда вытекает последнее 
утверждение предложения. 


6* 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть У — простой конечномерный 9-модуль, 
X — множество его весов и À — максимальный элемент множе- 
ства # (см. предложение 5 (1)). Тогда условия (i), (ii), (iii) пред- 
ложения 6 эквивалентны следующему условию: 

(iv) для всех корней GER и всех элементов хе= 98 имеет 
место равенство (ху) = 0. 

Если это условие выполнено, то все веса модуля У имеют 
кратность 1. 


Если выполнено условие (i), то =. и все веса мо- 
дуля У имеют ту же кратность, что и вес A (следствие 2 
предложения 2), т. €. кратность 1. Кроме того, если we W 
и а= А, то вес w(A)+ ta может быть весом модуля И, только 
если |1| < 1. Поэтому, если хе= 9“, то 


(ху) (уз ыы cy” (A)+20 __ 0, 


откуда следует, что (ху) —0. Это доказывает импликацию 
(i) => (iv). 

Обратно, предположим, что выполняется условие (iv). Пусть 
a=R. Снабдим У структурой 81(2, К)-модуля, определенной 
элементами X,,, Х-а, На алгебры Ли 9. Из условия (iv), при- 
мененного к элементу X= X, следует, что веса $1(2, К)-мо- 
дуля И принадлежат множеству 40, 1, — 1} (см. $ 1, n°2, 
следствие предложения 2). В частности, А(На)е= {0, 1, — 1}, 
откуда вытекает, что (iv) = (iii). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Предположим, что 9 — простая алгебра Ли. 

Обозначим через Oj, ..., а) элементы базиса В, а через &, ... 
.., ©, — соответствующие фундаментальные веса. Пусть H= 

= На +... + 11Ha, — старший корень дуальной системы RV 
и J — множество таких индексов = {1, ..., l}, что п; =1. Пусть 
ЛЕР.. — {0}. Гогда условия (i), (ii), (iii) предложения 6 экви- 
валентны каждому из следующих условий: 

(У) A(H) = 1; 

(vi) существует такой индекс ij J, что À = &G;. 

Веса ©, при ieJ образуют в группе P(R) систему пред- 
ставителей ненулевых элементов факторгруппы P(R)/Q(R). 


Пусть A=w,6,;+ ... + шо, где U, ..., ш — целые числа 
>20, не все равны нулю. Имеет место равенство A(H)= 
=un-+t ... funy, причем п. 21,..., 21, откуда сразу 


следует эквивалентность условий (v) и (vi). С другой стороны, 
A(H)= sup A(H,) и Л(Н)> 0, поскольку À — ненулевой эле- 
а = К 


мент множества P,1. Следовательно, условие (V) эквивалентно 
условию, что А (Но) <= {0, 1} для всех a&R,,T. е. условию (Ш) 
из предложения 6. 
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Последнее утверждение предложения 8 вытекает из след- 
ствия предложения 6 гл. УТ, $ 2, n°3. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. Предположим, что 9 — простая алгебра Ли. 
Микровесом расщепленной алгебры Ли (9, 5) называется эле- 
мент из множества P+. — {0}, удовлетворяющий эквивалентным 
условиям (i), (ii), (iii), (iv), (v) и (vi) предложений 6, 7 и 8. 


Замечание. Предположим, что 4— простая алгебра Ли. 
Пусть XV —граф Кокстера аффинной группы Вейля W,(RY). 
Напомним, что вершинами графа XV являются вершины графа 
Кокстера УХУ группы W(RY) и дополнительная вершина 0. 
Группа А(ЮУ) действует на графе XV, оставляя вершину 0 
неподвижной. Группа Aut(Z’V) канонически изоморфна полу- 
прямому произведению группы A(RY)/W (RY) на группу Гс 
(см. гл. VI, $ 2, n°3, и гл. VI, $ 4, n°3); очевидно, что 
Aut (2’V) (0) = Гс (0); следовательно, множество Гс(0) состоит 
из 0 и вершин графа XY, соответствующих весам 6, при ie) 
(см. гл. VI, 2, предложение 5 и замечание | из n°3). Подводя 
итог, можно сказать, что микровесами будут фундаментальные 
веса, соответствующие тем вершинам графа XV, которые можно 
получить из вершины 0 при действии элементами группы Aut (XV). 


В обозначениях гл. VI, таблицы I—IX, из предыдущего 
вытекает, что существуют следующие микровеса: 

для типа А, (121): @, @, ..., O73 

для типа В, (1—2): 0; 

для типа С, (122): @;: 

для типа D; (i = 3) O1, @;-1, O73 

для типа Es: @1, O6; 

для Tuna Er: @,. 

Для типов Es, Fy и Gy нет микровесов. 


4. Тензорные произведения 4-модулей 


Пусть Е, Е суть 4-модули. Тогда E* @ F" <(E@F)*™ при 
любых À, meh" (гл. VII $ 1, n°1, предложение 2(1)). Если 


модули Е и F конечномерны, то Е= » Е иЕ= » F; 
P 


À = ЦЕР 


следовательно, 
A 
(E@F) =. > ВОР. 
Л, ДЕР, Atu=v 
Таким образом, модуль E@F с естественной градуировкой 
типа Р равен тензорному произведению градуированных мо- 
дулей E и F типа Р. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть Е, Е — простые конечномерные q-Mo- 
дули, старшие веса которых равны соответственно AU. 
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(i) Компонента со старшим весом À + и — простой подмодуль 
в модуле E®F, порожденный подпространством (Е®Е)^1" = 
—=Е®Е". 

(ii) У всех простых подмодулей модуля E @F старише веса 
не превосходят À + u (см. $ 9, предложение 2). 


Если а, ВЕР и Faro, то asıA и Pu. Следова- 


Е А ai 
тельно, пространство (E@F) * совпадает с E’ @F", его раз- 


мерность равна 1, а A-+ u — старший вес модуля Е @F. Все 


À 
ненулевые элементы пространства E @F" примитивны. По 
предложению 4 из § 6, n°2, длина изотипной компоненты 
старшего веса À +u в модуле E@F равна |. 


Замечание. Воспользуемся обозначениями из предложения 9. 
Пусть С — изотипная компонента со старшим весом À + u в модуле 
Е © Е. Тогда С зависит только от модулей E и F u не зависит от выбора 
подалгебры Картана № и базиса В. Иначе говоря, пусть №” — расщеп- 
ляющая подалгебра Картана алгебры Ли 49, Ю’—система корней рас- 
щепленной алгебры Ли (9, 5’), В” — базис системы корней R’. Пусть 
A’, u’ — старшие веса модулей Е и F соответственно относительно 
подалгебры Картана №” и базиса В’, и пусть С’ — изотипная компо- 
нента старшего веса A’ + u’ B модуле Е 69 Е. Тогда С’==С. Действи- 
тельно, чтобы это проверить, можно, расширив основное поле, считать 

поле À алгебраически замкнутым. Тогда существует автоморфизм 
se Aut. (9), который переводит D в D’, Ав R’ и Вв В’. Пусть $ = 
= SL (Е @ Е) — автоморфизм, обладающий свойствами, перечисленными 
в предложении 2 из n°l. Тогда S((E.@ F)**") =(Е®ЕБ\ 7 a 
S(C)=C. Следовательно, (Е ® Е)" 1! = С’П$ (С) =С’ПС, откуда 
вытекает, что С’ == С. Таким образом, каждым двум классам простых 
конечномерных модулей можно канонически поставить в соответствие 
третий класс; иначе говоря, определен закон композиции на множе- 
стве ©, классов простых конечномерных $-модулей. Множество 5, 


с этой структурой канонически изоморфно аддитивному моноиду P++. 


СледствиЕ 1. Пусть (@,) — семейство фундаментальных 


а ЕВ 


весов относительно базиса В. Пусть À — 3 Mag Е P++. O60- 
| а = В 


значим через Ey простой 9-модуль со старшим весом @а для 
т 
любого а < В. В g-moôyre ©) (6% Е) изотипная компонента 
а = В 
со старшим весом À имеет длину 1. 


Это получается из предложения 9 индукцией по 2, fly: 
а = 
CuEncTBHE 2. Предположим, что поле Е равно В, С или 
ультрамет рическому полному недискретному полю. Пусть @ — 
группа Ли с алгеброй Ли 9. Предположим, что для каждого 
фундаментального представления о алгебры Ли 9 существует 
такое линейное аналитическое представление р’ группы G, что р = 
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— [.(0’). Toeda для каждого конечномерного линейного представ- 
ления п алгебры Ли Q существует такое личейное аналитическое 
представление n° группы G, что x = L (п). 


Воспользуемся обозначениями из следствия |. Тогда сущест- 
вует такое представление о группы Ли G в пространстве X = 


= © (@” FE ), что представление L (0) согласовано со структу- 
aes 


рой 4-модуля на пространстве X (гл. III, $ 3, n° 11, следствие 3 
предложения 41). Пусть С — изотипная компонента со стар- 
шим весом A в пространстве Х. С учетом предложения 40 из 
гл. Ш, $3, n°11, достаточно доказать, что компонента С устой- 
чива относительно группы 0(G). Пусть g=G и p—Ad (2). 


Для всех элементов а © 4 имеет место равенство о (5) ах o(g) ' = 
=(9 (а))х. С другой стороны, @ — автоморфизм алгебры 4, кото- 
рый переводит § Bb’, R—B R=R(, h’), базис B—B базис В’ 
системы корней R’ u вес &,—B старший вес @а модуля Ey 
относительно подалгебры Картана 6’ и базиса В’ (поскольку 
автоморфизм @ переводит Eu в 49-модуль, изоморфный Е). 


Следовательно, автоморфизм ф переводит Bec A в вес У пи, 
Ввиду приведенного выше замечания мы получаем, что 


с ($) (С) = 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Пусть À, vmeP,, u E, F, С — простые 
9-модули со старшими весами À, U и À + соответственно. 


Пусть (соотв. &, &”) — множество весов модуля Е (соотв. Е, Ц). 
Тогда #” = - &. 


Так как Е = DE’, К = ca Е°, то модуль E®F есть прямая 


veP ОСЕР 
Сум ма подпространств 


(E@F) = > E'®F. 
ae + 
По предложению 9 модуль С отождествляется с 4-подмодулем 
модуля E@F, поэтому &” C#+ Я”. Имеет место равенство 
G=GN(ESF) и достаточно показать, что СП(Е®Е)**° ~0 
для = Я и се 47. Пусть (e;,..., e,) (соотв. (f1,..., fp)) — 
базис модуля Е (соотв. модуля К), образованный элементами, 
каждый из которых принадлежит некоторому пространству Е” 
(соотв. F°), причем e, =Е^ (соотв. fie F*). Элементы е; ® Î; 


образуют базис пространства Е®Р. Предположим, что наше 
утверждение неверно. Тогда существует такая пара (i, J), что 
у всех элементов модуля С координата, занумерованная ин- 
дексом (i, J), равна нулю. Пусть U — универсальная оберты- 
вающая алгебра для 4, И” — пространство, дуальное к U, 
а с — копроизведение в алгебре U. Пусть через x; (u) (соотв. y; (u)) 
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обозначается координата с индексом I (соотв. J) элемента u (e;) 
(соотв. #([1)) для любого ие И; пусть 2;;(u) — координата 


с индексом (i, j) элемента uw(e;@/,). Получаем, что X, у, 
21 = U’. Так как элемент e, порождает 9-модуль Е, то x; == 0 
и, аналогично, y; 5= 0. По определению 9-модуля E@F (гл. I, 
$ 3, n°2), если c(u)= > us ®ш, то 


a (и) = Ls Xs (Ws) „91 (и) = (с (и), «® у). 


Другими словами, 2;; является произведением элементов X; 
H y, в алгебре U’. Так как эта алгебра не имеет делителей 
нуля (гл. Il, $ 1, n°5, предложение 10), то 2;; == 0. Поскольку 
для любого элемента UEU выполняется включение и (е, ® ||) EG, 
мы пришли к противоречию. 


5. Дуальный 3-модуль 


Пусть Е, F суть 9-модули. Напомним (гл. II, § 3, n°3), что 
пространство Нот, (Е, F) снабжено канонической структурой 
д-модуля. Пусть ф — элемент веса À в модуле Нот, (Е, F). Если 
ue", то p(E") cF**™ (гл. УЦ, § I, n°1, предложение 2 (ii)). 
Если Е и Е — конечномерные модули, то элементы веса À в 
модуле Нот, (Е, F)— это градуированные гомоморфизмы сте- 
пени A в смысле Alg., chap. II, $ 11, n°2, definition 4. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть Е — конечномерный 9-модуль. Рас- 
смотрим 9-модуль Е" = Нот, (E, К). 

(i) Для того чтобы элемент KEP был весом модуля Ё*, 
необходимо и достаточно, чтобы элемент — À был весом MO- 
дуля Е. Кратность веса A в модуле Е" равна кратности веса —A 
в модуле Е. 

(ii) Если модуль Е прост и о — его старший вес, то модуль E* 
прост и его старший вес равен — в, (®) (см. n°2, замечание 2). 


Рассмотрим поле А как тривиальный $4-модуль, все элементы 
которого имеют вес 0. Согласно сказанному выше, элементы 
модуля Е” веса À являются гомоморфизмами модуля E в Mo- 


дуль k, равными нулю на пространствах Е“ при pA—A. Это 
доказывает утверждение (i). Если модуль Е прост, то и E* 
прост (гл. I, $ 3, n°3), и второе утверждение вытекает из за- 
мечания 2 n°2. 


Замечания. 1) Пусть модули Е и E* такие же, как в пред- 
ложении 11, а автоморфизм o = Ац{ (9, 5) таков, что в обозна- 
чениях из $ 5, n° 1, e(o) = ($2, n°2, следствие теоремы 2). 
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Пусть о и 0’ — представления алгебры Ли 4, ассоциированные 
с модулями Е и Е". Тогда представление рос алгебры Ли 9 
неприводимо, а его старший вес равен — Wo(w); следовательно, 
представление P 00 эквивалентно представлению 0’. 


2) Предположим, что wo = —1. Тогда каждый конечномер- 
ный 4-модуль Е изоморфен модулю Е”. Напомним, что если 
4 — простая алгебра Ли, то = — | в следующих случаях: 


4 — алгебра Ли типа Aj, В; (22), С; (22), D, (1 четное > 4), 
E,, Е» F4 или Gy (гл. VI, таблицы). 
Лемма 2. Если = >, На, то №= У На, где au — ye- 
а = В 


acR 
лые числа >21. Пусть (bg), в» (Calan Такие семейства ска- 
ляров, что bica = Au для всех корней a=B. Положим x = 
ee bu Y= 2 СоХ-а. Гогда существует такой гомомор- 
= В 


FT ф алгебры "Tu 3l(2, Е) в алгебру Ли 9, что Ф(Н) =, 
ф(Х +) =х, Ф(Х-) = y. 


Тот факт, что а, — целые числа >21, следует из того, что 
(Но) — базис системы корней (Но) 2p (см. гл. VI, $ 1, n°5, 


замечание 5). Для любого корня a = В имеет место равенство 
в =2 (1) 

(гл. VI, $ 1, n°10, следствие предложения 29), значит; — 
[h°, x] = 2, ba (h°) Ха = 2x, (2) 
A’, y a Ca (— a (A) Xn = — Qy. (3) 


С другой стороны, 
[x = 2, Baty [Xar X-g] = 


ре. 2, bata Le а) РЕ 2. Мей ee h, (4) 


откуда следует существование гомоморфизма . 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть Е — простой конечномерный 4-модуль, 
« — его старший вес, а À — векторное пространство Q-UHBAPUAHT- 
ных билинейных форм на Е. Пусть m— целое число, равное 

У o(H,), т. е. m/2 равно сумме координат веса ® относи- 

ае К. 
oi базиса В (гл. УТ, $ 1, n° 10, следствие предложения 29). 
Пусть Wo — такой элемент i alae И, что wo(B) = — В, 

(i) Если wu (®) = —o, TO B =0 


170 ГЛ. VIII. РАСЩЕПЛЕННЫЕ ПОЛУПРОСТЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ 5 


(ii) Предположим, что и (в) = — ®. Тогда размерность npo- 
странства R равна 1 и все ненулевые элементы пространства B 
невырожденны. Если т — четное (соотв. нечетное) число, то все 
формы из À симметрические (сюотв. знакопеременные). 


а) Пусть Фе Я. Отображение ф модуля Е в модуль E*, 
определенное равенством ф(х) (у) = ®D(x, y) для x, yS EF, — го- 
моморфизм 4-модулей. Если Ф=-0, то p40; по лемме Шура q 
является изоморфизмом, и, следовательно, форма Ф невыро- 
жденна. Следовательно, 4-модуль E изоморфен 9-модулю E*, 


так что &% (©) = — ®. Таким образом, мы доказали утвержде- 
ние (1). 
6) Предположим теперь, Что у (®) = — ®. Тогда модуль Е 


изоморфен модулю Е”. Векторное пространство Z изоморфно 
пространству Нот, (Е, Е”), а следовательно, пространству 
Нот, (E, Е), размерность которого равна | ($ 6, n°1, предло- 
жение | (111)). Следовательно, Ат & = 1. Вследствие п. a) Ka- 
ждый ненулевой элемент Ф пространства  невырожден. Для 
x, y=E положим ©, (х, у) =Ф(и, x). По предыдущему суще- 
ствует такой элемент Ае А, что для любых x, уеЁЕ выпол- 
няется равенство D, (x, у) = Ф (x, и). Тогда Ф (у, x) = AD (x, y)— 
— }*® (y, x), откуда следует, что À? = 1 и À— + 1. Таким обра- 
зом, форма Ф или симметрическая, или знакопеременная. 

в) По предложению 9 (v) из гл. УП, $ 1, n°3, пространства 
Е” u Е" ортогональны относительно формы D, если A+ в 520. 
Поскольку форма Ф невырожденна, то пространства Е“ и E © 
не ортогональны относительно формы Ф. 

г) Существует такой гомоморфизм ф алгебры Ли 8((2, Е) 
на подалгебру Ли алгебры Ли 4, который переводит элемент Н 


в элемент > H, (лемма 2). Рассмотрим E как 81(2, k)-mo- 
а=К.- 


дуль, структура которого задается этим ars Тогда 
элементы пространства E* имеют вес (2 Но) Если À = P— 
a=R 
+ 


такой Bec, что Е^ ~0 и Л=2о, À  — о, TO — ® < À < о; сле- 
довательно, 


на. > 4 Ha) <a à Ha) <e( 2 Lis 


Пусть G — изотипная компонента типа V (m) в 8l (2, k)-mo- 
дуле Е. Тогда длина модуля С равна Ги С содержит про- 


странства Е” и Е °. Вследствие п. в) ограничение формы Ф на 
модуль С равно нулю. Ввиду замечания 3 из $ 1, n°3, число т 
четно или нечетно в зависимости от того, является это огра- 
ничение симметрической или знакопеременной формой. С уче- 
том п. 6) это завершает доказательство, 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Конечномерное неприводимое представление о 
алгебры Ли 9 в пространстве Е называется ортогональным (CUM- 
плектическим), если на Е существует симметрическая (соотв. 
знакопеременная) невырожденная инвариантная относительно 
представления © билинейная форма. 


6. Кольцо представлений 


Пусть а — конечномерная алгебра Ли. Пусть ¥, (соотв. S,)— 
множество классов конечномерных я-модулей (соотв. простых 
конечномерных я-модулей). Пусть Я (я) — свободная коммута- 


тивная группа 1%. Обозначим через [Е] класс конечномерного 
а-модуля Е. Пусть F — конечномерный я-модуль, и пусть 
(Py ger "un; F0) 
— последовательность факторов ряда Жордана — Гёльдера Mo- 
п 


дуля F. Элемент À [F,/F;-ı] группы A(a) зависит только от 


модуля F и не ee от ряда Жордана — Гельдера; обозна- 
чим этот элемент через [7]. Если 


OFF FF” > 0 


— точная последовательность конечномерных A- -модулей, то 
и 

[F] = [27] IF]. | | 
Пусть Г — полупростой конечномерный я-модуль; для Ka- 
ждого Е = ©, пусть Ng — длина изотипной компоненты типа E 


в модуле F; тогда [ЕР] = 2% ng.[E]. Если Е, Е’ — полупростые 
EE6&, 


конечномерные а-модули и если [F]=[F’], то модули Е и F’ 
изоморфны. 


Лемма 3. Пусть G— коммутативная группа с аддитивной 
записью закона композиции и ф: Я,—>@ — некоторое отображе- 
ние. Для каждого конечномерного я-модуля Е мы, допуская 
некоторую вольность, обозначим через @(F) образ класса мо- 
дуля Е при отображении ф. Предположим, что для каждой точ- 
ной последовательности конечномерных я-модулей 


Q— FF’ > F +> F”->0 


имеем @(F)=Q(F’)+Q(F”). Тогда существует единственный 
гомоморфизм 0: % (а) —> а, такой, что 0 ([Е]) =Ф(Ё) для каждого 
конечномерного я-модуля F. 


Существует единственный гомоморфизм 8 группы & (а) 
в группу G, такой, что 0([Е])=Ф(Е) для любого простого 
конечномерного я-модуля Е. Пусть F — конечномерный яа-модуль, 
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а (F,, Fa-1, ..., Fo) — последовательность факторов ряда Жор- 
дана — Гёльдера модуля F; если п > 0, то, проводя индукцию 
по ий, получим, что 


IF) = 2.6 (FF = > Ф(ЕМР!-1) =9 (PF). 


Если n=0, то [F]=0, следовательно, 0([Е])=0; с другой 
стороны, рассматривая точную последовательность 0 —> 0 —> 0-—> 
—>0—0, мы видим, что ф (0) =0. 


Пример. Положим G=Z и Q(F) = dim Р. Соответствующий 
гомоморфизм группы # (а) в группу обозначается через dim. 
Пусть с — класс тривиального 1-мерного я-модуля, и пусть 
ф — гомоморфизм Ин> ис группы Z в группу # (а). Ясно, что 


dimo = Idz, 
и, значит, Я (а) является прямой суммой групп Ker dim и Ze. 


Лемма 4. Ha аддитивной группе Я (а) существует единствен- 
ное умножение, дистрибутивное по отношению к сложению и 
такое, что [Е] [Е] =[E@ F] для любых конечномерных яа-модулей 
EuF. Таким образом, группа Я (а) наделяется структурой KOM- 
мутативного кольца. Класс тривиального 1-мерного а-модуля 
является в этом кольце единичным элементом. 


Единственность очевидна. В группе Я (a) = zZ) существует 
такое коммутативное и дистрибутивное по отношению к сло- 
жению умножение, что [Е][Ё] = [Е ®Ё]| при Е, Ее. Пусть 
E,, Eg — конечномерные а-модули, Ци la — их длины. Докажем, 
что [Eı] [Es] = [Е ®Е.], индукцией по числу 1, +1,. Это оче- 
видно, если Jj +2. С другой стороны, пусть Ff, — подмо- 
дуль модуля Е!, отличный от О и E,. Тогда по предположе- 
нию индукции 


[Fi] [Eo] = [Fi @ Ey] и [E1/F 1] [Eo] = [(E1/F 1) ® Е). 


С другой стороны, модуль (Е! @ E,)/(F; ® Ey) изоморфен (Е\/Ё!) © 
© Es. Следовательно, 
[Fy] [Е = [ЕЕ + [Fi] ) . [Eo] = 
= [(E,/F 1) ® Ey] + [Fi 8 Ey] = [Eı 8 El], 


что доказывает наше утверждение. Отсюда сразу следует, что 
определенное выше умножение ассоциативно, поэтому на # (а) 
определяется структура коммутативного кольца. Наконец, ясно, 
что класс тривиального 1-мерного я-модуля будет в этом кольце 
единичным элементом. 


oO 
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Лемма 5. В кольце A(a) существует едичственный инволю- 
тивный автоморфизм X —> X*, такой, что для каждого конечно- 
мерного а-модуля Е имеет место равенство [Е] = [Е"]|. 


Единственность очевидна. [lo лемме 3 существует такой 
гомоморфизм X+>X" аддитивной группы Я (а) в себя, что 
[E]*=[E*] для каждого конечномерного а-модуля Е. Имеет 
место равенство (Х”)“ =X, и, следовательно, этот гомоморфизм 
биективен. Он является автоморфизмом кольца Я (а), так как 
модуль (Е ® РГ)" изоморфен модулю Е" ® F* при любых конечно- 
мерных а-модулях Е и Ё. Ч. Т. Д. 


Пусть U (a) — универсальная обертывающая алгебра для a, 
a U (a) — пространство, дуальное к пространству О (a). Напом- 
ним (гл. ЦП, $ 1, n°5), что структура коалгебры на 0 (а) опре- 
деляет на U (a)" структуру ассоциативной коммутативной алгеб- 
ры с единицей. Для каждого конечномерного я-модуля Е отоб- 
ражение ur>Tr(u,;) алгебры U(a) в поле Е — это элемент Tz 
пространства U (a). Если 0— Е” > Е > Е” > 0 — точная после- 
довательность конечномерных я-модулей, TO Te = тр’ + тр”. По 
лемме 3 существует, и притом единственный, гомоморфизм, обо- 
значаемый через Tr, аддитивной группы Я (а) в группу О (a), 
такой, что Тг[Е]=т; для любого конечномерного а-модуля Е. 
Если через К обозначить тривиальный 1-мерный а-модуль, то 
легко проверить, что Tr [А] — единичный элемент кольца U (а)". 
Наконец, пусть E и F — конечномерные а-модули. Пусть ие О (а) 
и с — копроизведение в коалгебре И (a). По определению И-мо- 


дуля E@F (гл. I, $ 3, n°2), если с (и) = Du; @ui, TO 


ad 1 — 2 (и; в @ (и; 
Следовательно, 
Trep (И) = 2, Tr (u,), Tr (4), = 


= Ха (ить (4) = 81) UW). 


Это означает, что тт; —= Tor Гаким образом, отображение 
Tr: Я (а) >И (a) — гомоморфизм колец. 


Пусть a; и 1, — алгебры Ли, f — гомоморфизм а в ay. По 
каждому конечномерному яэ-модулю Е определяется с помощью 
гомоморфизма | некоторый а!-модуль и, следовательно, эле- 
менты колец A(a,.) и Я (а), которые мы временно обозначим 
через [EL и [Е]1. По лемме 3 существует единственный такой 
гомоморфизм группы # (а5) в группу Z (a) (обозначаемый через 
# (1), что À (f) [Е -=[Е |] для любого конечномерного а›-модуля E. 
При этом гомоморфизм Я (]) является гомоморфизмом колец. 
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Если U (Г) — гомоморфизм алгебры U (а) в алгебру U (a), про- 
должающий гомоморфизм [ алгебр Ли, то следующая диаграмма 


коммутативна > 
R (a3) —> Я (a) 
| Tr 1 Tr 
at * 
Un)" 22 U (ay) 


В дальнейшем в качестве алгебры Ли a мы рассмотрим полу- 
простую расщепляемую алгебру Ли 9. Кольцо Я (9) называется 
кольцом представлений алгебры Ли 9. Для каждого веса 1e P,, 
обозначим через [A] класс простого 4-модуля E(A) со старшим 
весом A. 


7. Характеры 8-модулей 


Пусть À — коммутативный моноид с аддитивной записью 


закона композиции, Z [A] —=7'^' — алгебра моноида A над Z 
(Alg., chap. III, $ 2, n°6). Обозначим через (e*), _, канониче- 


ский базис в алгебре Z [A]. Тогда e*+" = e*e" при любых A, U & A. 
Если 0 — нейтральный элемент моноида A, то e° — единичный 
элемент алгебры [4]; этот элемент мы будем обозначать че- 
nes 1, 

Пусть Е есть градуированное векторное пространство над 


полем А с градуировкой типа А и Fa N — эта градуировка. 


à 

Если каждое пространство Ë конечномерно, то характером MO- 
. À A 

дуля Е называется элемент (dim Е а алгебры Z ; характер 

обозначается через ch (FE). Если сам модуль Е конечномерен, TO 


ch (Е) = (dim Е^) e* = Z [A]. (5) 


Пусть Е”, Е, Е” суть градуированные векторные пространства 
с градуировкой типа A, подпространства Е”, Е^, BE” которых 
имеют конечную размерность над полем К, и O—E —>Е-> 
—E” —> О—точная последовательность гомоморфизмов степени 0. 
Мы сразу же получаем, что 


ch (Е) = ch (E’) + ch (E”). (6) 


В частности, если Fi, Fo — такие векторные пространства с гра- 


Е А À 
дуировкой типа A, что пространства Fi и F2 имеют конечную 
размерность над полем К, то выполнено равенство 


ch (F, © F2) = ch (A) + ch (F2). (7) 
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Если же пространства F; и Fy конечномерны, то верно также 
равенство 
ch (F1 © F)=ch F,;.chFs. (8) 


Пример. Предположим, что А = М. Пусть Т — независимая пере- 
менная. Существует единственный изоморфизм алгебры 2 IN] на алгебру 
7[Т], при котором для любого n = М элемент е” переходит в Т”. 
Для каждого конечномерного градуированного векторного простран- 
ства E типа М образ элемента ch Ae) B ey A] совпадает с много- 
членом Пуанкаре пространства E (гл. У, § 5 1). 


Пусть Е — такой 4-модуль, что Е= > Е^ и каждое про- 
e h* 


À ъ 
странство ÆE конечномерно. Семейство (E* Nass опреде- 


ляет градуировку векторного пространства Е. В даль- 
нейшем мы сохраним обозначение ch(E) для характера прост- 
ранства E, рассматриваемого как градуированное векторное 
пространство типа bh". Характер ch (E) является, таким образом, 


элементом группы 7”. Если Е — конечномерный модуль, то 
св (Е) = Z[P]. Вследствие формулы (6) и леммы 3 из n°6 суще- 
ствует единственный гомоморфизм группы Я (4) в группу Z [Pl], 
который любой конечномерный 4-модуль Е переводит в ch (EF). 
Этот гомоморфизм мы тоже будем обозначать через ch. Соот- 
ношение (8) показывает, что Ch является гомоморфизмом кольца 
Я (9) в кольцо Z [P]. 


Замечание. Любой элемент группы Р определяет простой |-мерный 
= en. Следовательно, определен гомоморфизм группы Z [Р] в группу 

Я (5), который будет инъективным гомоморфизмом колец. Легко 
проверить, что композиция гомоморфизмов 


Я (8) -> 2 [Р] > ® (5) 


совпадает с гомоморфизмом, определенным канонически вложением 
подалгебры Картана D в алгебру Ли g (n°6). 


Группа Вейля № действует с помощью автоморфизмов Ha 
группе P, а следовательно, на кольце 7”. Для любого A&P 
и любого ше мы получаем равенство we" =е®*. Пусть 
Z[P]” — подкольцо Я-инвариантных элементов кольца ZIP]. 


Лемма 6. Если A=P,,, то ch] = Z[P]”. Единственный 
максимальный член элемента ch{A] (гл. VI, $ 3, n°2, определе- 
ние 1) равен е^. 


Первое утверждение вытекает из следствия 2 предложения 2 
n°l, а второе — из предложения | (ii) $ 6, n°1. 


ТЕОРЕМА 2. (i) Пусть (Gi), = — семейство фундаментальных 


весов относительно базиса В, а (Ty), ce — семейство независимых 
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переменных. Гогда отображение |-> (([al), < в) кольца 
2 [(Т)=в]| 8 кольцо % (4) является изоморфизмом колец. 


(ii) Гомоморфизм ch кольца % (8) в кольцо Z[P] индуцирует 
изоморфизм кольца À (a) на кольцо Z[P|” 

(iii) Пусть Е — конечномерный 4-модуль. Тогда, если chE = 
= } m,ch [A], то длина изотипной компоненты, отвечающей 

а 
старшему весу À модуля Е, равна т». 


Семейство lier, является базисом Z-mMonya A(q), а ce- 
мейство (ch [^]),=р,, — базисом 7-модуля Z[P|“ (лемма 6 u 


предложение 3 гл. VI, § 3, n°4). Это доказывает утвержде- 
ния (ii) и (iii), Утверждение (i) следует из утверждения (ii), 
леммы 6 и теоремы 1 из гл. VI, $ 3, n°4. 


СлЕедствиЕ. Пусть Е, E’ — конечномерные 9-модули. Тогда 
для изоморфности модулей Е и Е’ необходимо и достаточно, 
чтобы их характеры совпадали: ch Е = ch Е”. 


Доказательство следует из теоремы 2 (ii) и полупростоты 
модулей Eu E”. 


$ 8. Симметрические инварианты 


В этом параграфе через (8, 5) обозначается расщепленная полу- 
простая алгебра Ли, через W — ее группа Вейля, а через Р — ее 
группа весов. 


1. Экспонента линейной формы. 


Пусть У —конечномерное векторное пространство, а S(V)—ero 
симметрическая алгебра. Структура коалгебры на S(V) опреде- 
ляет на S(V) структуру ассоциативной и коммутативной алгебры 
(Alg., chap. III, § 10, n° 4). Векторное пространство S(V)* канони- 
чески отождествляется с пространством || S™(V)*, а $" (И) 

m>0 
канонически отождествляется с пространством т-линейных сим- 
метрических форм на пространстве У. Каноническое вложение 
пространства И* = $! (И)* в алгебру S(V)* определяет инъектив- 


ный гомоморфизм алгебры S(V*) в алгебру S(V), образом 
которого является алгебра $ (И)*=' = >, S”(V)* (Alg., chap. Ш, 
т >0 


$ 11, n°5, proposition 8). Алгебры S(V*) и S(V)* можно 
отождествить при помощи этого гомоморфизма; алгебру S (V*) 
можно отождествить также с алгеброй полиномиальных функ- 
ций на пространстве У (гл. УП, дополнение I, n° 1), 
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Элементы (Uy) = [I S"(V)", такие, что w—0, образуют 


т—>0 
идеал J алгебры $ (У). Алгебра S(V)* снабжается У-адической 
топологией (Комм. алг., гл. Ill, $ 2, n° 5), относительно кото- 
рой она полна, а алгебра S(V") плотна в алгебре S(V)*. Если 
* * 
Ae базис пространства И”, a Ti, ..., Г, — независимые 


переменные, то гомоморфизм k[T:1, ..., T,] в S(V*), который 
переводит 7, ве; (1 <i<n), является изоморфизмом алгебр и про- 
должается до непрерывного изоморфизма алгебры À [[T1, ..., Tal] 
на алгебру S(V)“. 

При любом AG V” семейство /”/и! суммируемо в алгебре 
S(V)*. Его сумма называется экспонентой линейной формы Аи 
обозначается через ехр (Л) (в соответствии с гл. II, $ 6, n° 1). 
Пусть м, ..., %,=V; мы получаем, что 


fexpiA), №1 +. kn) = ay (At, Ж see ЗА № osc Gy д 


по формуле (29) из Alg., chap. III, $ 11, n°5. Отсюда сразу же 
следует, что exp (A) — единственный гомоморфизм алгебры S(V) 
в поле К, продолжающий À. 

Для любых À, ue V* имеет место равенство exp (À + u) = 
—exp(A)exp(u) (гл. III, $ 6, n° 1, замечание). Отображение 
exp: V*—S(V)" будет, таким образом, гомоморфизмом аддитив- 
ной группы пространства У” в мультипликативную группу обра- 
тимых элементов алгебры S(V). Множество (exp (A)), — yx — CBO- 
бодное семейство в векторном пространстве S(V)*(Alg., chap. IV, 
$ 7, n° 3, théorème |). 


Лемма 1. Пусть П — подгруппа аддитивной группы У”, no- 
рождающая У” как векторное пространство, и т — целое число 
>0. Тогда множество рги(ехр(П)) порождает векторное npo- 
странство S” (\У*). 

Согласно Alg., chap. I, § 8, n° 2, proposition 2, произведение 
любых M элементов из И" является линейной комбинацией над 
полем & элементов вида x”, где хе Ц. Ho x” = ml! pr,,(exp(x)). 
CL T.. A, 


С помощью переноса структуры любой автоморфизм про- 
странства У определяет автоморфизмы алгебр S(V) и S(V)*. 
Отсюда следует, что имеются естественные линейные пред- 
ставления группы СЁ (У) в пространствах S(V) и S(V). 


2. Вложение Е [Р] в $(6)* 


Отображение p+-—exp p группы Р в S(b) определяет гомомор- 
физм аддитивной группы Р в мультипликативный моноид $ (5)* 
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(n° 1). Следовательно, сушествует единственный гомоморфизм % 
алгебры À [P] моноида Р в алгебру S(b)', для которого 


$ (е^) =exp(A) (AEP) 


(мы воспользовались обозначениями из $ 7, n°7). Ввиду n° 1 
Ÿ — инъективный гомоморфизм. С помощью переноса структуры 
получаем, что 1 (® (2^)) = ® (ф (2^)) для любого A&P и любого 


weW. Следовательно, если через К [Р] (соотв. через S(5)*”) 
обозначить множество инвариантных относительно W элемен- 
тов алгебры А[Р] (соотв. $ ()"), то имеет место включение 


p(k [Р]") = $ (6)*". 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть 5” (5*)У — множество элементов из 
$” (5*), инвариантных относительно №. Тогда pr, (1 (Е [Р]")) = 
=" yy". 

Из предыдущего ясно, что рги ($ (А [Р]")) = $” (H*)Y. Любой 
элемент пространства 3” (5*) является линейной комбинацией 
над полем À элементов вида 


Prm (exp (A)) = (Pr ° 1) (е^), 


где A=EP (лемма 1). Следовательно, элементы пространства 
5” (6*)” — это линейные комбинации элементов вида 


= и ((prm° Ÿ) (7) = (pra > 4) ( >, w(e")), 
weW weW 


которые принадлежат pr, (4 (А [Р]7)). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть Е — конечномерный 4-модуль. Пусть 
U (5) = $ (5) — универсальная обертывающая алгебра подалгебры 
Картана bh. Тогда, если и= И (5), то имеет место равенство 


Tr (ив) = (ф (ch Е), и). 


Достаточно рассмотреть случай, когда и=й, ... Ay, где 
hy, ..., hm Е). Пусть 4, =4иа Е^ для любого A&P. Имеем 


ЕВЕ = D d,e*, а следовательно, ф (св Е) = >, d, exp(A), и, таким 
x 
образом, 
(che), в = D di (exp À, hy... hy) = 
— 2. ЧА (В)... Ah) OP) = 


= Tr ИЕ. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Пусть U (8) — универсальная обертывающая ал- 
гебра для 9. Пусть & U(g)* 0 (b)* =S (5)* — гомоморфизм, 
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сопряженный к каноническому вложению U (9) > И (9). Тогда сле- 
дующая диаграмма коммутативна: 


A (9) —> Z [P] 
Tr | yo 
U —> S (5). 


Это только переформулировка предложения 2. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть т — целое число 20. Тогда любой эле- 
мент пространства $3" (h )Y является линейной комбинацией поли- 
номинальных функций на подалгебре Kaprana bh вида x+—>Tr(e(x)”), 
где р — конечномерное линейное представление алгебры Ли ц. 


По предложению | имеет место равенство S” (§*)¥ = 
— (рги ° 1) (Е [Р]). Таким образом, Z [PP =ch%(g) ($ 7, n°7, 
теорема 2 (11)). Поэтому, согласно лемме 3 из гл. VI, $ 3, n°4, 
р (Е [Р]”) совпадает с подпространством векторного А-простран- 
ства $5 (5*), порожденного множеством (ch Я (9)) = & (Tr Z (9)). 
Следовательно, S”(b")” совпадает с подпространством век- 
торного пространства S” (b*), порожденным множеством 
(рги°бо Tr) (R(g)). Таким образом, если о — конечномерное линей- 
ное представление алгебры Ли 49, TO для любого хе) имеет 
место равенство 


(ргие бе Tr) (0)) (x) = (Co Tr), т) = Tre”). 


3. Инвариантные многочлены 


Пусть а — конечномерная алгебра Ли. Сохраняя принятые 
в n° | соглашения, отождествим между собой алгебру S(a°), 


алгебру S(a)'* и алгебру полиномиальных функций на алгебре 
Ли а. Через 0 (а) для любого a à обозначим такое дифферен- 
цирование алгебры 5 (а), что 9 (а) х=[а, x] для всех x Ea. 
Известно (гл. I, $ 3, п°2), что 0 является представлением ал- 
гебры Ли a в пространстве $ (я). Пусть 0* (а) — ограничение 
эндоморфизма —'0 (а) на пространство $ (а*). Тогда 6* — пред- 
_ ставление алгебры Ли а. Если f © S"(a*), то 0“ (a)f E 9" (a) 
Н ДЛЯ Л’... ЕЯ 


(8° (a) f) (x, ..., Xa) = 


ST 2, i (x, ss.) Xi], [a, xi], Nitl, se. Xn). (1) 
Igisn 


Из фэрмулы (1) легко следует, что 6" (а) — дифференцирование 
алгебры $(а”). Инвариантный относительно представления 0 
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(соотв. 0") алгебры Ли à элемент алгебры S(a) (соотв. $ (a°)) 
называется инвариантным элементом алгебры S (a) (соотв. $ (а^)). 


Лемма 2. Пусть о — конечномерное линейное представление 
алгебры Ли a и m— целое число 20. Тогда х-> Тг (6 (x)”) — 
инвариачтная полиномиальная функция на алгебре Ли я. 


Положим 26: 2.4 Я TPO) cos Ol) Ча Fy +s, 
., Xn ea. Если x Ga, то 
— (0° (x) g) (x1, ...у Xm) = 
= 2, Tr(o(m) ... O(%;-1)[0 (x), Gite (141)... 0 (хи) = 


= Тг(о(х)0(х1) ... O(%m)) — Tr (0 (x) ... 0 (Xm) (х)) =0; 


следовательно, 0” (х) с =0. Пусть A — полилинейная симметри- 
ческая форма, определенная равенством 


1 
Kiki. sex, Xm) = т > Я еб «<<, Kot). 
5S Gy, 
‘гогда 0*(х)й =0 и Тг(о (х)") =А(х, ..., x) для любого xe a. 


Лемма 3. Пусть Е — конечномерный 9-модуль и хЕЁ. 
Для того чтобы X был инвариантным элементом 4-модуля Е, 
необходимо и достаточно, чтобы EXP (Ag). X =X для любого ниле- 
потентного элемента а из алгебры Ли 9. 


Очевидно, что условие леммы необходимо. Предположим 
теперь, что оно выполнено. Пусть а — нильпотентный элемент 
алгебры Ли 4. Существует такое целое число и, что ай ==0. 


Тогда для любого { = К имеет место равенство 


0 — exp (ta,) = тах + 5 Éq.x +... 4+ 4) Fe à 


откуда следует, что авх — 0. Но алгебра Ли порождается своими 
нильпотентными элементами ($ 4, n° 1, предложение 1). Следо- 
вательно, X — инвариантный элемент 9-модуля E. Ч. Т. Д. 


При произвольном & = GL(g) обозначим через $ (Е) автомор- 
физм пространства $ (4), который продолжает автоморфизм Ё, 
а через 5” (Е) — ограничение на пространство 3 (4*) контрагре- 
диентного к $ (=) автоморфизма. Тогда и S и S* — представле- 
ния группы GL(g). Если а — нильпотентный элемент алгебры 
Ли 49, то дифференцирование O(a) локально нильпотентно в ал- 
гебре $ (3) и $ (ехрааа) =ехр 0 (а), следовательно, 


S (exp ad a) = exp 6” (а). (2) 
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TIPEXIOKEHHE 3. Пусть | — полиномиальная функция на ал- 
гебре Ли 4. Тогда следующие условия эквивалентны: 

(i) fos=f для всех se Aut, (9); 

(ii) fos=f для всех se Aut, (9); 

(iii) функция | инвариантна. 


Эквивалентность условий (1) и (11) следует из формулы (2) 
и леммы 3. Расширив основное поле, получаем, что из усло- 
вия (iii) следует условие (ii). Импликация (11) => (1) очевидна. 


Следует иметь в виду, что, вообще говоря, полиномиальная функ- 
ция {| может удовлетворять условиям предложения 3 и не быть 
инвариантной относительно группы Aut(g) (упражнения | и 2), 


ТЕОРЕМА 1. Пусть [(9°) — алгебра инвариантных полиноми- 
альных функций на алгебре Ли 9. Пусть i: S(x) —S(b*) — 
гомоморфизм ограничения. 

(i) Отображение 1|1(9“) — изоморфизм алгебры I(g") на ал- 
гебру S(b")”. 

(ii) Пусть Г” (g") для любого целого числа п 20 — множество 
однородных элементов алгебры I(g°) степени п. Тогда I” (4%) — 
множество линейных комбинаций функций вида x Tr (о (x)”), 
где о — конечномерное линейное представление алгебры Ли 9. 

(iii) Пусть l=rg(g). Тогда существует | алгебраически не- 
зависимых однородных элементов алгебры 1[(9“), которые по- 
рождают алгебру I (q°). 


а) Пусть [EI(g) un we . Существует такой автоморфизм 
se Аи, (9, >), что s|b—w ($2, n°2, следствие теоремы 2). 
Так как функция | инвариантна относительно автоморфизма $5 
(предложение 3), то i(f) инвариантна относительно автомор- 
физма w. Следовательно, i(/(g°)) SM)”. 

6) Пусть [E/(g‘) — такая полиномиальная функция, что 
i(f)=0. Докажем, что | =0. Расширив, если нужно, основное 
поле, можно считать, что поле А алгебраически замкнуто. По 
предложению 3 функция | обращается в нуль Ha подалгебрах 
$ (5) для всех автоморфизмов s = Ащ, (4). Следовательно, поли- 
номиальная функция | обращается в нуль на любой подалгебре 
Картана алгебры Ли g (гл. VII, $ 3, n° 2, теорема |) и, в част- 
ности, на множестве регулярных элементов алгебры Ли 9. Но 
это множество плотно в пространстве 4 в топологии Зарис- 
свого ira. Vil, § 2, n° 2). 

в) Пусть ий — целое число >20 u L” — множество линейных 
комбинаций функций вида x+> Tr (6 (х)") на 9, где о — конечно- 
мерное линейное представление алгебры Ли g. По лемме 2 
имеет место включение L” < /[" (4*). Следовательно, 


i(L") е КГ (y) = SPY)”. 
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Согласно следствию 2 предложения 2, $" (5*)" Ci(L"). Значит, 
i(I" (g*)) = 5" (5*)”, что доказывает утверждение (i), а также 
равенство i(L")=i(/"(g‘)), откуда ввиду 6) следует, что L” = 
— /" (4*). Таким образом, мы доказали (ii). 

г) Утверждение (111) следует из утверждения (1) и теоремы 3 
ra. V, $ 6, na 


СЛЕДСТВИЕ 1. Предположим, что алгебра и 9 проста. Пусть 


Mi, ..., M — показатели группы Вейля алгебры Ли 9. Тогда 
существуют однородные элементы Py, ..., Pı алгебры I(g‘) 
степеней 


m, +1, eeey m,+ 1, 
которые алгебраически независимы и порождают алгебру [(9*). 


Доказательство следует из теоремы 2 (1) и из предложения 3 
ra. V, $ 6, 1° 2. 


Следствие 2. Пусть В — базис системы корней R, ВЮ. 
(соотв. R_) — множество положительных (соотв. отрицательных) 
корней расщепленной алгебры Ли ($, 5) относительно базиса В, 
1, = 2, oe HE 2, 4", $ (9) — симметрическая алгебра про- 

ae Ry aeR_ 
странства b, J — идеал алгебры S(9), порожденный и. Un-. 

(i) $(9)=$()®/. 

(ii) Пусть j — гомоморфизм алгебры S(g) на алгебру $ (3), 
определенный указанным выше разложением алгебры $ (9). Пусть 
I (g) — множество инвариантных элементов алгебры S(g), а 
$ (b)Ÿ — множество инвариантных относительно W элементов 
алгебры У (5). Тогда отображение j|1(g) — изоморфизм алгебры 
I(g) на алгебру $3 (5). 


Утверждение (i) очевидно. Форма Киллинга определяет изо- 
морфизм векторного пространства g на векторное простран- 
ство 4, который продолжается до изоморфизма Ё 9-модуля 
$ (4*) на 9-модуль 3 (4). При этом Е (1 (4*)) = 1 (8). Ортогональное 
дополнение к подпространству D относительно формы Киллинга 
совпадает с подпространством N, Фи- ($ 2, n° 2, предложение |). 
Если отождествить пространство D” с ортогональным к и. + N_ 
подпространством пространства 0", TOE (6°) =), а следовательно, 
= ($ (5*)) =S(o) и Е ($ (5*)”) =$(5)”. Наконец, Е '(7) является 
множеством полиномиальных функций на алгебре Ли 4, обра- 
щающихся в нуль Ha подалгебре Картана \. Это доказывает, 
что отображение E переводит гомоморфизм i, определенный 
в теореме 1, в гомоморфизм J, определенный в следствии 2. 
Таким образом, утверждение (ii) следует из теоремы | (i). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть а — полупростая алгебра Ли, | — ее 
ранг u I (соотв. I’) — множество элементов алгебры S (a) (соотв. 


ait 
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$ (а)), инвариантных относительно представления алгебры Ли a, 
полученного продолжением присогдиченного представления. Пусть 
7 — центр универсальной обертывающей алгебры алгебры Ли а. 
(i) Ги Г’ — градуированные алгебры многочленов (гл. V, § 5, 
n° |) степени трансцендентности l. 
(ii) Алгебра Z изоморфна алгебре многочленов от | незави- 
симых переменных над полем К. 


Каноническая фильтрация универсальной обертывающей ал- 
гебры алгебры Ли à индуцирует фильтрацию в алгебре Z. 
Вследствие теоремы | из гл. I, $2, n°8 гл. 1, $2, алгебра Z 
изоморфна Г. С учетом предложения 10 из Ком. an2., гл. Ш, 
$ 2, п°9, отсюда следует, что (i) = (ii). 

С другой стороны, теорема 1 и следствие 2 из нее показы- 
BAT, что утверждение (i) верно, когда я — расщепленная ал- 
гебра Ли. Общий случай сводится к этому благодаря следую- 
щей лемме. 


Лемма 4'). Пусть A= @ A" — градуированная k-anee6pa, 


k’ — расширение поля k u N= A®,k’. Предположим, что 
A’ — градуированная Е’-алгебра многочленов. Тогда А — epadyu- 
рованная k-aneeöpa многочленов. 


Так как A°=k’, то A =. Положим А. = © А"иР= 


n>| 

= A,/A}. Тогда P—rpanyapoBanxoe векторное пространство 
и можно найти градуированное линейное отображение степени 
нуль f: P— À}, композиция которого с канонической проекцией 
A, — P — тождественное отображение на P. Снабдим алгебру 
S(P) градуировкой, построенной по градуировке пространства Р 
(Alg., chap. Ш, $ 6, n°6). Гомоморфизм К-алгебр g: З(Р)> A, 
продолжающий гомоморфизм 7 (Alg., chap. ПТ, $ 6, n° 1), 
является градуированным гомоморфизмом степени 0; индукция 
по степени немедленно показывает, что гомоморфизм g сюръ- 
ективен. 


Лемма 5. Для того чтобы алгебра А была алгеброй много- 
членов, необходимо и достаточно, чтобы пространство Р было 
конечномерным, а отображение 5 — биективным. 


Если Р — конечномерное пространство, то очевидно, что 
$ (Р) — градуированная алгебра многочленов, и если гомомор- 
физм g биективен, то А — градуированная алгебра многочле- 
нов. Обратно, предположим, что алгебра А порождена одно- 
родными алгебраически независимыми элементами Ху, ..., Хт, 
степени которых равны соответственно 41,..., Am: Пусть. 


') В леммах 4, 5 и 6 поле k произвольное, 
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X; — образ элемента x; в пространстве Р. Сразу же проверяется, 
что элементы X; образуют базис пространства P, а поскольку 
степень элемента X, равна d;, то алгебры S(P) и A изоморфны. 
В частности, для любого и имеет место равенство dim $ (Р)" = 
— dim А”. Так как гомоморфизм © сюръективен, то OH обяза- 
тельно биективен. 


Теперь немедленно получаем доказательство леммы 4. Дей- 
ствительно, лемма 5, примененная к R’-anreöpe A’, показывает, 
что гомоморфизм g@l: S(P)@k’— A@k" биективен, а следо- 
вательно, биективен и гомоморфизм р. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Сохраним обозначения предложения 4 u обо- 
значим через р идеал алгебры S(a), порожденный однородными 
элементами алгебры I степени 21. Пусть x Ga. Тогда для того 
чтобы элемент х был нильпотентным, необходимо и достаточно, 
чтобы [ (x) — 0 при всех | =}’). 


Расширяя при необходимости основное поле, можно считать, 
что алгебра Ли a=g расщепляема. Предположим тогда, что 
х — нильпотентный элемент. Для любого конечномерного линей- 
ного представления рф алгебры Ли g и любого целого числа 
n> | имеет место равенство ТГ (о (х)") = 0, поэтому [(х)=0 
для любого однородного элемента / = /(4“) степени >| (Teo- 
рема 1 (11)) и, следовательно, | (x) =0 для любых | € p. Обратно, 
если [(х)=0 при всех fey, To Tr((adx)")=0 при любых 
п >| (теорема | (11)), поэтому x — нильпотентный элемент. 


“Замечания. 1) Пусть Py, ..., Pr — однородные алгебраически 
независимые элементы алгебры [, которые ее порождают. Гогда 
система (P;,..., Pı) есть $3 (®)-регулярная последовательность 
(гл. V, $ 5, n° 5). Действительно, расширив при необходимости 
основное поле, можно считать, что алгебра Ли я = 9 расще- 
пляема. Пусть N = dima, 


(1, eee, Qv-1) 
— базис ортогонального К b подпространства В 9“. Если 
m— идеал в алгебре $ (g" ), порожденный элементами РР Tr P,, 


Qu. 7, TO факторалгебра S(q°)/m ‘изоморфна фактор- 
sree pe S(6*)/J, где J — идеал алгебры $ (5*), порожденной эле- 
ментами i(Pı), ..., Z(P,). По теореме | и по теореме 2 из гл. V, 
$ 5, n° 2, $(5" I является конечномерным пространством. [Io- 
этому и пространство $ (4*)/и конечномерно. Вследствие одного 
результата из Комм. ane. отсюда вытекает, что семейство 


') Можно показать (Kostant B., Lie group representations on polynomial 
ring, Amer. J. Math., He (1963), ПР — 404, теоремы 10 и 15), что ÿ — про- 
стой идеал алгебры S(a*) и кольцо $ (4*)/p целозамкнуто. | 
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LES 


(P,,..., Py, Qi, «++, Qu-1) есть S(q")-peryaapHañ последователь- 
ность, и а jorliori это верно и для (Pj, ..., P;). 

2) Алгебра $ (a) — свободный градуированный модуль над I. 
Действительно, это следует из предложения 4, замечания | 
и из леммы D гл. У, § 5, n°5. 


4. Свойства групп Auto 


Лемма 6. Пусть У — конечномерное векторное пространство, 
G — конечная группа автоморфизмов пространств V, avuv — 
такие элементы пространства У, что 9’ EGv. Тогда существует 
такая Ц-инвариантная полиномиальная функция | на простран- 
стве У, что |(9’) == | (5). 


Действительно, для любого элемента $ = G существует поли- 
номиальная функция &. на пространстве У, принимающая на 
элементе о значение |, а на элементе Sv’ — значение 0. Тогда 


‘функция в =1 — Ile принимает на элементе о значение 0, 
Ss 


a на элементах Gv’ равна 1. Полиномиальная функция } = 
— || ¢.g С-инвариантна, равна 0 на элементе о и | Ha эле- 
1=+ С 


ментах Со’. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть a—nonynpocras алгебра Ли u 
se Aut(a). Тогда следующие условия эквивалентны: 

(i) se Auty (я); 

(ii) для любой инвариантной полиномиальной функции | на 
алгебре à имеет место равенство [os =]. 


Расширив поле скаляров, можно считать, что поле алге- 
браически замкнуто. Импликация (1) => (ii) вытекает из предло- 
жения 3. Предположим, что утверждение (ii) выполняется, и 
докажем справедливость утверждения (1). Ввиду предложения 3 
и следствия | предложения 5 § 5, n°3, можно предполо- 
жить, что $ Е Aut(g, b) и что некоторая камера Вейля С устой- 
чива относительно автоморфизма $. Пусть хеС [3о. Тогда 
3х ЕС. Если g есть У-инвариантная полиномиальная функция 
на алгебре Ли 1, то g(x)—g(sx) (теорема 1 (1)). По лемме 6 
отсюда следует, что sx@ Wx. Поскольку $хеС, то х=5х 
(гл. \, $ 3, n°3, теорема 2). Тогда $| = а и se Aut, (9, 5) 
($5, n° 2, предложение 4). 


Следствие. Группа Auto(a) открыта и замкнута в группе 
Aut(a) в топологии Зарисского. 
Предложение 6 показывает, что Aut)(a) замкнута. Пусть À — ал. 


гебраическое замыкание поля k. Группа Aut (a ® k)/Aut, (1® À) 
конечна ($ 5, n° 3, следствие | предложения 5); следовательно, 
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группа Aut(a)/Aut,(a) тоже конечна. Так как смежные классы 
группы Aut(a) по подгруппе Auty(a) замкнуты, то подгруппа 
Aut, (а) открыта в группе Aut (я). 


5. Центр универсальной обертывающей алгебры 


В этом пункте мы фиксируем некоторый базис В системы 
корней R. Пусть Ry — множество корней, положительных OTHO- 


1 
сительно базиса В. Пусть f=] > аи д — автоморфизм ал- 
ER, 


гебры $ (5), который переводит любой элемент XE= D вх — E(x) 
и, следовательно, функцию р на пространстве D — в функцию 
Ar pi — 9). 


ТЕОРЕМА 2. Пусть U — универсальная обертывающая алгебра 
алгебры Ли 9, 2 — ее центр, У CU — универсальная обертываю- 
wan алгебра алгебры Ли } (отождествляемая с алгеброй $ (3), 
U’ — централизатор алгебры У в алгебре И, ф — гомоморфизм 
Хариш-Чандры ($ 6, n°4) us U? в У относительно базиса В. 
Обозначим через $ (5) множество М-инвариантных элементов 
алгебры $ (5). Тогда (6°q)|Z — изоморфизм алгебры Z на ал- 
гебру S(b)”, не зависящий от выбора базиса В. 


а) Пусть Р..— множество доминантных весов системы 
корней R, WEW, ЛеЕР.., w=wa. Тогда модуль А (и — р) 
изоморфен подмодулю модуля 2(^ — о) ($ 6, n°3, следствие 2 
предложения 6) и ф(и) (\, — о) =ф(и) (в — 0) для любого эле- 
мента u@Z ($ 6, n°4, предложение 7). Таким образом, поли- 
номиальные функции (боф)(и) и (6°9) (и) ош, определенные Ha 
пространстве D”, совпадают на множестве P,,. Множество Р+ + 
плотно в пространстве 9“ в топологии Зарисского. Это легко 
получить, если отождествить пространство D с пространством kb, 
используя базис, образованный фундаментальными весами Go 
и применяя предложение 9 из Alg., chap. IV, $ 2, n°3. Таким 
образом, имеет место равенство 


(50 @) (и) = (6 °@) (и) ow, 


что доказывает включение (боф) (7) < $ (b)Y. 

6) Пусть 1 — изоморфизм алгебры /(g) на алгебру $ (5), 
определенный в следствии 2 теоремы | из n°3. Рассмотрим 
канонический изоморфизм 4-модуля U Ha 4-модуль 3 (8) (гл. 1, 
$ 2, n°8), и пусть 8 — ограничение этого изоморфизма на под- 
алгебру Z. Тогда 0(7)==1(9). Пусть г — элемент алгебры 2, 
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фильтрация которого в алгебре U не превосходит f. 
0719) \n 
# N 
. ро 
Ф РА 
‘S (y) 
Будем использовать обозначения из $ 6, n°4, и положим 


р 2, A(a,). (т;), (Ри ((9:), (т), (pi)). 
Ха;+Х т, р, < 


Пусть о ((4;), (mi), (р:)) — одночлен 
KU, -.. Rn На... НА... R, 
= 1 an 


вычисленный B и Sia. Обозначив через S,(g) сумму 
однородных компонент алгебры $ (49) степеней 0, 1,..., 4, no- 
лучаем, что 


9 (2) = 2, Ras). (m3). (209 (91), (m;), (pi)) (mod S;-1 (9), 
Х4;+Х m+ р, = 


откуда следует, что 


ne 2. Mo, (m;). (09 ((0), (ть), (0)) (mod S;-ı (6)) 
m,=f 


и, значит, 
(с 0) (2) = (2) (mod $1 (b)). (3) 


в) Покажем, что отображение доф: Z—S(b)Ÿ биективно. 
Канонические фильтрации в алгебрах U и S(g) индуцируют 
фильтрации в алгебрах 7, /(qg), S(b)Ÿ и гомоморфизмы 8 
и | согласованы с этими фильтрациями, так что ог (По 0) — изо- 
морфизм векторного пространства gr(Z) на векторное про- 
странство gr (S(h)”Y). Из формулы (3) мы получаем, что gr (ф) = 
— от (1 °0), и ясно, что гомоморфизм gr (6) тождествен. Следо- 
вательно, гомоморфизм egr(deq) биективен, поэтому А 
и гомоморфизм 


dog: Z—>S(b)" 


(Комм. алг., гл. III, $ 2, n°8, следствия 1 и 2 теоремы 1.) 

г) Воспользуемся обозначениями из п. а). Пусть Е — простой 
9-модуль со старшим весом À и X — его центральный характер 
($ 6, n°1, предложение 2). Пусть ф’и 5’ — автоморфизмы, 
построенные аналогично гомоморфизмам ф и 0 относительно 
базиса w(B). Старший вес модуля Е относительно базиса w (В) 
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есть w(A). Вследствие предложения 7 $ 6, n°4, мы получаем, 
что для любых UE Z 


ф (и) (A) = (и) =’ (и) (WA). 
Следовательно, ввиду п. а) 
(боф) (м) (WA + we) = (60g) (и) (A+ о) = @ (и) (A) = 
= p (и) (wA) = (6 og’) (и) (WA + wo). 


Таким образом, полиномиальные функции (60° @)(u) и (6° og’) (и) 
совпадают на множестве w(P,,)+ WO и, значит, равны. 


СледствиЕ 1. Обозначим через %, для любого KE” гомо- 
морфизм z+ >(qp(z))(A) алгебры 2 в поле k. Справедливы сле- 
дующие утверждения: 

(i) если поле k алгебраически замкнуто, то любой гомомор- 
физм алгебры Z в поле Е имеет Bud X, для некоторого AE": 

(ii) если À, wed", то равенство X, = %, имеет место тогда 


и только тогда, когда и + ое (A+ о). 


Если поле Е алгебраически замкнуто, TO любой гомоморфизм 
алгебры $ (5)” в поле К продолжается до гомоморфизма ал: 
гебры $ (5) в поле k (Комм. ane., гл. V, $ 1, n°9, предложе- 
ние 22, и § 2, n°l, следствие 4 теоремы 1), а любой гомомор- 
физм алгебры S (5) в поле k имеет вид f+ f (À) для некоторого 
eb" (гл. УП, дополнение I, предложение 1). Если X — romo- 
морфизм алгебры Z в поле À, то существует (теорема 2) такой 
элемент це D", что для любого 2 € Z выполняется соотношение 


% (2) = ((6 ° p) (z)) (u) = (@ (2)) (и — 9), 


откуда вытекает утверждение (i). 
* 
Пусть A, ие’, и предположим, что Y,=%, Тогда для 
любого элемента 2€ Z выполняется соотношение 


(бо @) (z)) (A + о) = (ф (2)) (A) = x, (2) = 
= Хи (2) = ((6 ° p) (2)) (и + о}; 


другими словами, гомоморфизмы алгебры $ (6) в поле К, опре- 
деленные элементами À +0 и ц-- 0, совпадают Ha подалгебре 
$ (6); поэтому утверждение (ii) вытекает из следствия теоремы 2 
из Комм. ane., гл. У, § 2, n°2. 


СледствиЕ 2. Пусть Е, Е’— простые конечномерные 4-модули, 
ay, Х’— их центральные характеры. Если y=Y, то модули Е 
и Е’ изоморфны. 


Пусть A, ^’— старшие веса модулей Е, Е’. Ввиду предло- 
жения 7 из $ 6, п°4, , =.= y = Xr. следовательно, существует 
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такой элемент ЕЙ, что A’ +o=—w(A-+o). Так как веса 
A+on W--p находятся в одной камере, определенной бази- 
сом В, то ® =1. Следовательно, A=A’, что доказывает утвер- 
ждение следствия. 


ПрЕдложЕНИЕ 7. Для любого класса у простых конечномерных 
4-модулей обозначим через U, изотипную компоненту типа у 


4-модуля И (модуля присоединенного представления алгебры 
Ли 9 в ее универсальной обертывающей алгебре U). Пусть Yo — 
класс тривиального 4-модуля размерности 1. Пусть [U, И] — 
векторное подпространство пространства U, порожденное комму- 
таторами пар элементов из U. 

(i) Модуль И — прямая сумма подмодулей U,. 


(ii) Uy, =Z и 2 U,=[U, U. 


(iii) Пусть nya алгебры U na ее центр Z, 
определенная разложением Ц = ФТ, U. Если ие О изя U, 
то (uv)? =(vu)?. Если ueU uzeZ, то (uz) =—u'z., 

(iv) Пусть ф — гомоморфизм Хариш-Чандры. Пусть NE Pi 4, 
а Е — простой конечномерный 9-модуль со старшим весом À. 
Для любого элемента ие Ц имеет место равенство 


— Те (ug) = (9 (u*)) (A). 


4-модуль U является прямой суммой своих конечномерных под- 
модулей. Отсюда следует утверждение (1). 

Ясно, что Uy, =Z. Пусть И” — подпространство векторного 
пространства И, соответствующее подпредставлению класса у 
в присоединенном представлении. Тогда или [4, 0"] =U’, или 
[4, (] =0. Если yy, то [g, 0] =U’, так что > UyC[U, 0]. 

y”Y 
С другой: стороны, если veUux,..., X,E 9, TO 


[Xi co Ми» Ul = (51... Kyl — Хо... Хим) + 
+ (xo ... хим — Ж... хим) +... 
+ (них... Kn-ı — UX, ... Хи) Е [6, U]. 


Следовательно, [U, = 2 Uy|= & 2. AE % U,. Мы 


VEY VY 
доказали, таким образом, утверждение (1). В этих условиях 
утверждение (iii) следует из леммы 5 гл. I, $ 6, n°9. 

Наконец, пусть Е и À такие же, как в утверждении (iv). 
Тогда 
Tr (ив) == Tr ((u’)-) (так как u = ий = 0, 0] ) = 
= Тг(ф (м”) (^).1) ($6, n°4, предложение 7) = 


— (dim E).@ (u?) (A). 
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$ 9. Формула Германа Вейля 


В этом параграфе мы будем пользоваться основными обозна- 
чениями из $ би 7. 


1. Характеры конечномерных 8-модулей 


Пусть (e*), ge — канонический базис кольца Z[b*]. Снабдим 


пространство 7, отображений пространства D в Z топологией 
произведения дискретных топологий его сомножителей. Если 
фе 7", то семейство (ф(%) =”), суммируемо и 


ф= 2, p(vle. 
ve * 


Пусть Z(P)— множество элементов ф пространства Z", 
носитель которых содержится в конечном объединении множеств 
вида v—P,, где уе)“. Имеют место включения Z[P|C 


< 2(Р)< 1”. Полагая для ф, PSZ(P) un vey 
(ФИ) = 2 pH) фу — в), 


определим на Z(P) структуру кольца, продолжающую коль- 
цевую структуру Ha Z[P] (семейство (ф(в)ф (у — и)), =» имеет 
конечный носитель ввиду условия на носители функций фи 1). 
Если ф = D xye” i. D yer, TO pb = bs Loe". 

V v у, U 


Пусть уе)". Разложением элемента у по положительным 
корням называется семейство (fo), = к.’ THE И«— такие целые 


числа —>0, что v= 3. na. Символом 3 (v) обозначается число 
aeR 
+ 


разложений элемента у по положительным корням. Тогда 
| $v) >0<=у=0.. 


В этом параграфе через К обозначается такой элемент ал- 
гебры Z <P): 


К= >, Per. 
YEQ+ 


Напомним (гл. VI, $ 3, предложение 2), что 


d= [] (e?—e-#?) = % e(w)ew 


а=К we W 


— антиинвариантный элемент алгебры Z [P]. 
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Лемма 1. В кольце Z(P) выполняется равенство 


й Il (1 — e~*)= Ke-°d = 1, 


Действительно, ь 
K= П @+ee+e+ ...}; 
следовательно, = 
Ke-°d = II (+He-c+e-2+, ) I (1 —e-*) = 1. 
ВЕТ 


Лемма 9. Пусть АЕ)”. Характер Prey (§ 6, n° ae ee 
Z (A) принадлежит кольцу Z(P), причем d.chZ (A) = е^+ 


Пусть Qj, ..., Ag — Попарно различные элементы системы 


положительных корней R,. Элементы ть So ee ae „Ol 06- 


разуют базис модуля Z(A) ($ 6, предложение 6 (iii), причем 
для любого йе имеют место равенства 


he (Ra Xe, ee ХФ, X... X | @1 + 
+ eam ou x", )@h .1 = 
= (k= may — ... — nu) ( (Хы... 9 @ 1). 


Таким образом, размерность пространства Z (A) aes равна Ф (u). 
Это показывает, что характер chZ (A) определен, является эле- 
ментом кольца Z(P) и что 


ch Z (A) = >, 3 (и) е^-и = Ке^. 


Теперь достаточно применить лемму 1. 


Лемма 3. Пусть М есть 9-модуль, носитель характера ch (М) 
которого содержится в конечном объединении множеств вида 
u—P.,, О — универсальная обертывающая алгебра для $4, 
2 — центр алгебры U, mE)" и x, — соответствующий гомо- 
морфизм алгебры Z в поле № ($ 8, следствие | теоремы 2). 
Предположим, что для любого элемента г= Z эндоморфизм Zy 
является гомотетией с коэффициентом Ха. (г). Обозначим через Dy 
множество таких элементов NGW (м 6) —P, что множество 
A+Q, пересекается с множеством Supp (ch (М)). Тогда характер 
сп (М) является Z-nuneünoü комбинацией характеров chZ (A) для 
ke Dy. 

Если множество Supp (ch(M)) пусто, To утверждение леммы 
очевидно, Предположим, что Фирр (св (М)) == @. Пусть À — 
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максимальный элемент из этого носителя и dim М^ = m. Тогда 
существует 4-гомоморфизм ф модуля (Z (^))" в модуль M, Ko- 
торый биективно отображает пространство (Z (A)*)” на MA ($ 6, 
n°3, предложение 6(i)). Центральный характер модуля Z (A) 
равен вследствие этого %,, поэтому Ле (М о) —р ($ 8, 
n°5, следствие | теоремы 2). Это доказывает, что Ом = ©, и 
позволяет провести индукцию по Card Dy. Пусть L, N — ядро 
и коядро гомоморфизма @. Тогда последовательность 9-гомо- 
морфизмов 


0>L>(ZUW)">M>NO 


точна, следовательно, 
сп (М) = — св (2) + mchZ (A) + chN 


($7, n°7, формула (6)} Множества Supp(ch/) и Supp (chN) 
содержатся в конечном объединении множеств вида и — Py. 
Для элемента ZEZ эндоморфизмы г; и Zy — гомотетии с ко- 
эффициентом %,, (г). Очевидно, что D, D,,. С другой стороны, 
(А + 9.) П Зирр (ch М) = {A} и A&Supp(chN), а следовательно, 
AEDy и 
Card Dy < Card D y. 

Далее, L—3To подмодуль модуля (Z(A))”. Если À ED, и 
+-Q,. пересекает Зирр (сн Г.) = ЗиррсН 2 (^), то ЛЕМ - О, 


($6, n°l, предложение 1(1)). Таким образом, D, Ом. Так 
как L{\(Z (^)^)" =0, то A&D,, поэтому 


Сага О; < Card Dy. 


Теперь осталось воспользоваться предположением индукции. 


ТЕОРЕМА 1 (формула Г. Вейля для характеров). Пусть M — 
простой конечномерный 9-модуль, а À — его старший вес. Тогда 


( У = (и) exe) ‚chM= >) e(w)e® +t, 
weW weW 


В обозначениях из леммы 3 YX — центральный характер 
модуля М ($6, n°4, предложение 7). Следовательно, ввиду 
лемм 2 и 3 элемент d.chM является Й-линейной комбинацией 
таких элементов e4T?, что 


и рей (A+ 9). 


Но по лемме 7 из § 7, n°7, d.ch M — антиинвариантный 
элемент, и его единственный максимальный член равен e*tP, 
откуда следует утверждение теоремы. 


j $ 9. ФОРМУЛА ГЕРМАНА ВЕЙЛЯ 193 


Пример. Положим 9==8(2, Е), b—RH. Пусть а — такой 
корень расщепленной алгебры Ли (4, 5), что а(Н) =2. Старшим 
весом 4-модуля У (m) является вес (m/2) a. Следовательно, 


сп (И (т)) — (е(т/2) a+" а — е-—(т/2) а-—1, a) (ee — е—\ а) oe 
== e7(mi2)a . (ет+1а — 1)/(е@ — 1) = 
— e-(m/2) а (ета = e(m—l)a 4 ...+ 1) — 
== e(m(2) a == e(m—2) a/2 =e a A. em (m/2) а, 


что, впрочем, легко вытекает из предложения 2 $ 1, n°2. 


2. Размерности простых 4-модулей 
Если web", то положим J (e4) = > e(w)e”, см. гл. VI, 
weW 
St 


ТЕОРЕМА 2. Пусть Е — простой конечномерный 9-модуль, 
À — его старший вес u (.|.) — положительно определенная He- 
вырожденная симметрическая У-инвариантная билинейная форма 
на пространстве 5". Тогда 


= (A+ 0, На) __ (A | a) 
ame AB LL (1 + (© | a) 


а=К {. 


Пусть Г — независимая переменная. ри любого vE&P обо- 
значим через fy гомоморфизм кольца Z[P] в кольцо В [[Т]], 
который отображает элемент е* в элемент elVIWT при любом 
цЕР. Таким образом, dim Е — свободный член ряда j,(chE). 

При любых u, VE P выполняются равенства 


fy (J (e)) = >. e(w) eV! ou) T — 
= >, £ (w) elw'v ar i (J (e”)). 


ш = 


В частности, учитывая формулы (3) из гл. УТ, $ 3, n°3, при- 
ходим к равенству 


Vie Et FR EA Ce) Er 2.2 Il Lear 


Следовательно, полагая Card (Rı)=N, получаем, что 


Го (7 (е#)) = 7" Ц (la) (mod 7¥*'RI ITI). 


Из равенства J (e*+°) = сп (Е) ./ (е°) (теорема 1) следует, что 


TN Il (&+plo)=f,(chE).TN 1 (pla) (тоаТ“+!В [Г], 
а = en @ = + 


7 Бурбаки 
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откуда мы получаем, что 


dim — ( I +) Il 5) = ПО + te): 


aeRy aeRy 


Ho если а=А, и если корень а отождествить с элементом 
пространства D}, пропорциональным элементу Ни, то 


(A -Но| а) (о | а) =<А-о, Hae, Ha). 


Примеры. 1) Рассмотрим пример из n°1. Мы приходим 
к формуле 


dim У (т) = (a + $) Hg (Но) =m +1, 


которую мы получили другим способом в $ 1. 

2) Пусть 4 — простая расщепляемая алгебра Ли типа С.. 
Воспользуемся обозначениями из гл. УТ, таблица IX. Снабдим 
пространство D, такой положительно определенной W-HHBa- 


риантной симметрической формой (.|.), что (|4) =1. Тогда 
р = 0; + © и 
(&1 | 1) = 1, (8 | 42) == 0, 
(©: | G+ а!) = 1, (@, | > + 201) =1, 
(@1 |: + За) = 3/5, (@, | 2a; + За!) = Ja, 
(@ | a) = 0, (Go | Gy) = "Ja, 
(65 | do + a) = "Js, (692 | Gy + 24) = %/o, 
(655 | do + 301) = “Jo, (@| 205 + За) = 3. 


Следовательно, если N, Mo — целые числа 20, то размерность 
простого модуля со старшим весом 71,0, + И5®› равна 


(+E) (+S) C+ Ae) (+ Ar) x 
кН) ое) 
= (140) (1 +) (1 + Eee) (1 +) x 


n, + n n, + 2n 
En u En Zn 
__ (A+n)(l + no) (2 + п, + no) (3 + п, + 2n2) (4 + 2) + 312) (5 + 2n, + Bn2) 
a 5! : 


В частности, размерность фундаментального представления 
со старшим весом @, (соотв. @) равна 7 (соотв. 14). 
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3. Кратности весов простых 6-модулей 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть ФеЕР... Гогда для любого KEP 
кратность веса À в модуле Е (©) равна 


m= 2 e(w) P(w(o +9) — (A +). 


ew 
По теореме | и лемме | мы получаем, что 
ch E (a) = Ke-°dch E(w) = Ке-е У, e(w) ev +0), 
weW 


поэтому 
сВЕ (6) = >,  e(w)® (y)e-P+® @+0)-v 
weWw, VEQy 


FA — р e(w) $ (у). 


w=eW, yeQ,,v=-A-p+w (o+Pp) 
СЛЕДСТВИЕ. Если À — вес модуля Е (o), отличный OT веса ©, TO 


т =— 2, ew) thro-wo- 
wewW,wl 


Применим предложение | при ®=0. Тогда, если pe 


ЕР — {0}, то 
0— 2 e(w) Вер + u —p), 
откуда следует, что 
В(и)=— % e(w)P(u+ р-р). (1) 
шеЕМХ, и = 1 
Таким образом, предложение | показывает, что 


т, = — 280) de e(w’) Bolo 9) — И) — 9), 


поскольку ® (® | о) = Ло для всех weW ($ 7, предложе- 
ние 5 (111)). Следовательно, 


m=— >), e(w) >, e(w)Pwo+te)—A+e—op+p))= 
wew, w = 1 we W 
= — >, 8 (w’) Mi+s-w0o (Предложение |). 
Ш’ М, ш’ 51 


4. Разложение тензорного произведения двух простых 
9-модулей 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть A, цЕР... В кольце À (9) имеет место 
соотношение 
М. = % mA, в, У) М, 
VEP 44 
7* 
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где 
mA wy v= 2, e(wo’) $ ФАР’ + 0) — (v + 20) 
Пусть Е, Е — конечномерные простые 4-модули CO старшими 


весами A, u. Пусть [, — длина изотопной компоненты CO стар- 
шим весом v в модуле ЕФР. Достаточно показать, что 


b= 2 ео) P(w(A +) +0’ (U+0)—(v+ 2p). (2) 
Положим a (Е) = Pr теб, Co=ch(F), d=J(e°), где эле- 
мент / определен так же, как ив N° 2. Имеет место равенство 

i, le ch [Е] =ch [ES ЕЁ] = cıc,, 


откуда, умножая на d и применяя теорему 1, получаем, что 


2, ded (e+?) = сы (en) = (2 2, Me) (2 >. e (w) e” 2 = 


BSP 44 
>, (2 2 € € (w) Mx+9-w (a+) are, (3) 
Br =" 


Но если &eP,,, TOE+P принадлежит камере, определенной 
базисом В (гл. VI, $ 1, n° 10); для элементов w = , отличных 
от |1, мы получаем, что W(E+ 0) ЕР... Следовательно, коэф- 


фициент при eYt? в выражении D, 11 (e+°) равен 4[,. Ввиду 
ЕР + 
формулы (3) 


[, = py e (W) My+p—w (u+0) 
we W 


или вследствие предложения | 
= 2, 180) в (в) Bw’ +9) — (У +p —w(u +) +9), 


что доказывает формулу (2). 


Пример. Рассмотрим пример из n° 1. Пусть À = (п/2) а, p= 
— (р/2) а и *= (9/2) а, где пр. Тогда 


т (^, в, у=% (тар а+ 5 — За-а) — 


—% (Fa бара Ча-а)— 
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Это число равно нулю, если п-- р--4 не делится на 2 или 
если а>п- р. Если g=n-+ р— 2r, где г — целое число >20, то 


m(A, в, у) = (га) — $ (7 — p — Па); 


следовательно, m(A, в, v) =1, если rsp, и т (А, в, v) =0, если 
r > р. Таким образом, 4-модуль У (и) @ У (р) изоморфен модулю 


Virn+p)®ViIn+p—-2)8V(n+p—-46 ... PBVin—p) 
(формула Клебша — Гордона). 


$ 10. Максимальные подалгебры полупростых алгебр Ли 


ТЕОРЕМА |. Пусть У — конечномерное векторное пространство, 
4 — редуктивная подалгебра алгебры Ли gl(V), 1 — подалгебра 
алгебры Ли 9 и D — билинейная форма (x, у) => Тг (ху) на GX 9. 
Предположим, что ортогональное дополнение N подпростран- 
ства 4 в 9 относительно формы D — подалгебра Ли, состоящая 
из нильпотентных эндоморфизмов пространства У. Тогда 9 — па- 
раболическая подалгебра алгебры Ли 9. 


а) 1 — нормализатор подалгебры n в 9. Обозначим его через р. 
Пусть хе и yen. Для любого 2 < 9 имеем [2, x] = 9, поэтому 


Ф ([х, y}, 2) = © (y, 2, x]))=0. 


Следовательно, [x, у] Е п. Таким образом, qC yp. Tak как n — 
идеал в алгебре P, состоящий из нильпотентных эндоморфизмов 
пространства V, то пространство Ÿ ортогонально к И OTHOCH- 
тельно формы Ф (гл. I, $ 4, n° 3, предложение 4г)). Так как 
форма Ф невырожденна'), то pCq, что и доказывает наше 
утверждение. 

6) Существует такая редуктивная подалгебра м алгебры 
Ли gl(V), что подалгебра 1 будет полупрямым произведением M 
ип. Обозначим через п, (1) наибольший идеал алгебры Ли 4, со- 
стоящий из нильпотентных эндоморфизмов пространства У. 
Тогда идеал пу (1) содержит N и является ортогональным до- 
полнением к 1 (там же); следовательно и==и, (1). Так как по 
предположению подалгебра Ли q редуктивна в gl(V), то она — 
разделяющая подалгебра (гл. VII, $ 5, n°1, предложение 2). 
Поэтому алгебра Ли 1, являющаяся пересечением подалгебры 4 
с нормализатором подалгебры и в gl (У), тоже будет разделяющей 
подалгеброй Ли (там же, следствие 1 предложения 3). Теперь 
наше утверждение следует из предложения 7 гл. УП, $ 5, n°3. 


1) Пусть $ — ортогональное дополнение к $ относительно Ф. Это идеал 
алгебры Ли 9. По лемме 3 из гл. I, $ 5, каждый элемент идеала $ нильпо- 
TeHTeH. Тождественное представление алгебры $ полупросто (гл. I, $ 6, след- 
ствие | предложения 7), поэтому каждый элемент идеала $ полупрост (гл. Г, 
$ 6, теорема 4). Таким образом, $ =0, | u | 
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Выберем некоторую подалгебру Картана в алгебре Ли m, 
обозначим через 4, централизатор подалгебры b в алгебре Ли g 
и положим 91 — 4G Па, И, = И [] 4). 

в) Алгеебры Ли 91, M1 и N, удовлетворяют предположениям, 
сделанным относительно 9, Я un. Так как подалгебра Ли m 
редуктивна в gl(V), то алгебра Ли № коммутативна и состоит 
из полупростых эндоморфизмов пространства У (гл. VII, $ 2, 
n° 4, следствие 3 теоремы 2). Тогда 4! = 4° (5) и подалгебра Ли gy 
редуктивна в алгебре Ли g (гл. УП, $ 1, n°3, предложение 11), 
поэтому она редуктивна и в Q{(V) (гл. 1, $ 6, следствие 2 пред- 
ложения 7). Ясно, что подалгебра Ли ип, состоит из нильпо- 
тентных эндоморфизмов пространства У. Так как b — подалгебра 
алгебры Ли 9, редуктивная в gl(V), то присоединенное пред- 
ставление алгебры Ли b в Я полупросто. По определению 9: — 
это множество инвариантов для а4. (5); следовательно, Я = 9: + 
+ 5, 9] (гл I, $ 3, n°5, предложение 6). Так как 


Ф (91, [5, q]) =Ф\(р, qi], q) = 0, 


то элемент подалгебры 49, ортогонален к 4, тогда и только 
тогда, когда он ортогонален к 9. Таким образом, и! = 9: fn — 
ортогональное дополнение к 1) в Qj. 

г) Годалгебра Картана 5 алгебры Ли M является подалгеб- 
рой Картана алгебры Ли 9. Так как g=m@n u b=mfg, то 
ясно, что 9 =) @Фи,. При этом [5, nj] =0, подалгебра h ком- 
мутативна, а подалгебра N, нильпотентна; значит, алгебра Ли 91 
нильпотентна. 

Ввиду a) и в) алгебра Ли 9 является нормализатором Ty 
В Qj, поэтому подалгебра Ли 9, совпадает со своим нормализа- 
тором в 1 и, таким образом, это подалгебра Картана алгебры 
JIu 91. 

Так как алгебра Ли 4, редуктивна в gl(V), то ввиду след- 
ствия 3 теоремы 2 из гл. УП, $ 2, n°4, подалгебра 9, состоит 
из полупростых эндоморфизмов пространства У. Однако под- 
алгебра Ли И; состоит из нильпотентных эндоморфизмов про- 
странства У, поэтому п, = 0. Следовательно, b = 1, — подалгебра 
Картана в 41, а так как подалгебра Ли 9 нормализует b, то 
D = 41. Таким образом, доказано, что все элементы подалгебры 
Ли § полупросты в Фи что централизатор подалгебры Ли 5 
в 4 равен D. Поэтому b = 40 (5) и, следовательно, подалгебра 
Ли D является подалгеброй Картана алгебры Ли 4. 

д) 1 — параболическая nodaneeöpa алгебры Ли 9. Как пока- 
зано выше, ) — подалгебра Картана в 4, подалгебра N состоит 
из нильпотентных элементов алгебры g u [b, n] Cn. Обозначим 


через À алгебраическое замыкание поля À. По определению 9 
является параболической подалгеброй в алгебре g тогда и 
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только тогда, когда À ©, 9 — параболическая подалгебра в ал- 


гебре Ли R&,9. Так как рассматриваемые свойства сохра- 
няются при расширении поля скаляров, то можно проводить 
доказательство, предполагая, что подалгебра h расщепляющая. 
Пусть Ю — система корней расщепленной алгебры Ли (4, В). 
Ввиду предложения 2(v) из $ 3, n°l, существует такое под- 


множество Р множества R, что РП(-=Р)=@ и п= ) a, 
ЕР 


Обозначим через P’ множество таких корней a, что —a  P. 
Тогда P’U(— P’)=R и ортогональное дополнение 1 подпро- 


странства и в 49 совпадает с § + » 4%. Тем самым показано, 


сеР’ 


что подалгебра q параболическая. Ч. Т. Д. 


Лемма 1. Пусть 9 — полупростая алгебра Ли, У — конечно- 
мерное векторное пространство, о — линейное представление 
алгебры Ли 9 в пространстве У, D — подпространство вектор- 
ного пространства У, № — подалгебра Картана алгебры Ли 9, 8 
(соотв. 8”) — множество таких элементов x = D, что p(x) DE D 
(соотв. р (х) D =0), и Ф — билинейная форма на 4, ассоцииро- 
ванная ') с представлением о. 

(i) Если подалеебра № расщепляющая, то подпространства 8 
и 8 в | рациональны над полем Q. 

(ii) Если отображение о инъективно, то ограничение формы D 
на $ (соотв. на 8’) невырожденно. 


Предположим, что подалгебра Картана D расщепляющая. 
Пусть 4 — размерность подпространства D. Положим = Л“ (У) 


и с= N“ (5). Обозначим через (e1, ..., e,) базис пространства D, 
и пусть е=е Л .../\e; — разложимый d-BeKTOP, соответст- 
вующий подпространству D. Пусть Р — множество весов предста- 


вления O относительно подалгебры № и №" — подпространство 
пространства №, соответствующее весу и. Положим е = >, en 


ue P 

(где ee W" при всех wu] P) и обозначим через P’ множество 
весов U, для которых e4=40, а через Р” — множество разностей 
элементов из 2”. Если хе, TO хе в том и только TOM слу- 
чае, когда в поле À существует такой элемент с, что о (х).е=с.е 
(гл. УП, $5, n°4, лемма 2 (1)). Так как о (х).е = в (x).e", то 
ясно, что условие хе=8 эквивалентно тому, что и (х) =0 для 
всех me P”. Так как Q-cTpykTypa на пространстве № задана 
О-подпространством Do, порожденным элементами Hg, и любой 
элемент и из Р” принимает рациональные значения на da, TO 
мы получаем (Alg., chap. II, $ 8, n°4, proposition 5), что под- 
пространство $ пространства D рационально над ©. 


1) Иначе говоря, Ф (x, у) = Tr (p (x) p (y)) для всех x, уд. 
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Пусть py, для любого цеР — проектор на подпростран- 
ство ИУ", определенный разложением V = Фу’, а P, — mno- 


ueP 

жество тех и еР, для которых р, (2)==0. Понятно, что 8’ coB- 
падает с пересечением ядер (в пространстве D) элементов из P1. 
Вследствие этого такое же рассуждение, как для подпростран- 
ства 8, показывает, что подпространство $’ пространства J pa- 
ционально над полем Q. Тем самым утверждение (i) доказано. 

Расширив, если нужно, поле скаляров, мы можем при дока- 
зательстве утверждения (ii) предполагать, что поле k алгебраи- 
чески замкнуто и, как следствие, что подалгебра b расщеп- 
ляющая. Пусть M — некоторое подпространство векторного про- 
странства №, рациональное над Q. По следствию предложения | 
из $ 7, n°l, для любого нулевого элемента X из Мо —M/f|ba 
выполнено неравенство D(x, x) > 0. Таким образом, ограничение 
формы Ф на Мо невырожденно, и ограничение формы Ф на 
подпространство М тоже невырожденно, так как M канонически 
изоморфно пространству А бо И. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть 1 — подалгебра полупростой алгебры 
Ли 9. Подалеебра 9 называется разделяющей подалгеброй в ал- 
гебре Ли 9, если для любого элемента X = À полупростая и нильё- 
потентная компоненты элемента X в алгебре 49 принадлежат A. 
Обозначим через N,(4) множество тех элементов x радикала 
алгебры Я, для которых эндоморфизм ad, (x) нильпотентен. 


Пусть о — точное представление алгебры Ли 4 в конечно- 
мерном векторном пространстве У. Тогда (гл. I, $ 6, n°3, Teo- 
рема 3) элемент X алгебры Ли 4 полупрост (соотв. нильпотентен) 
в том и только том случае, когда эндоморфизм о (x) простран- 
ства У полупрост (соотв. нильпотентен). Поэтому 1 — разделяю- 
щая подалгебра в алгебре Ли 4 тогда и только тогда, когда 
о (1) — разделяющая подалгебра в алгебре Ли gl(V) в смысле 
определения 1 из гл. УП, $ 5, n°1. Аналогично, используя обо- 
значения из гл. УП, $ 5, n°3, получим 


p (и, (1)) = пу (р (a). 


ТЕОРЕМА 2. Пусть 9 — полупростая алгебра Ли, n— подалгебра 
в 9, состоящая из нильпотентных элементов, и | — нормализатор 
подалгебры n в алгебре Ли 9. Предположим, что N совпадает 
с множеством нильпотентных элементов радикала алгебры Ли 9. 
Тогда подалгебра Ли 4 параболическая. 


Отметим сначала, что подалгебра Ч разделяющая (гл. УП, 
$5, n°1, следствие | предложения 3). Ввиду теоремы | доста- 
точно доказать, что 4 совпадает с ортогональным дополнением N° 
подалгебры N относительно формы Киллинга Ф алгебры 4. Ясно, 
что gn’ (гл. I, $ 4, n°3, предложение 4 г)). Ввиду предложе- 
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ния 7 из гл. УП, $ 5, n°3, существует такая подалгебра m 
алгебры 4, редуктивная в 4, что алгебра 4 является полупрямым 
произведением M и п. Покажем, что ограничение формы Ф на 
M невырожденно. Пусть ¢ — центр подалгебры m. Тогда Ф ([m, 
1], с) =0 по предложению 5 из гл. I, § 5, n°6, и ограничение 
формы Ф на подалгебру [m, m] невырожденно ввиду предложе- 
ния | из гл. I, § 6, n°1. Остается показать, что ограничение 
формы Ф на с невырожденно. Обозначим через F подалгебру 
Картана алгебры Ли [m, m]; тогда {Фс -- коммутативная и ре- 
дуктивная подалгебра алгебры Ли 4. Пусть D — подалгебра 
Картана алгебры Ли 4, содержащая Ё Фе (гл. УП, § 2, n°3, 
предложение 10). Тогда ПП у— коммутативная подалгебра ал- 
гебры q, содержащая ЁФс, и. эндоморфизм ad, x полупрост при 
любом хе\[9. Следовательно, подалгебра ВП содержится 
в некоторой подалгебре Картана В” алгебры (гл. УП, $ 2, n°3, 
предложение 10). Обозначим через ] проекцию алгебры Ли q 
Ha Mt с ядром п, тогда | (h’) — подалгебра Картана алгебры Ли m 
(гл. УП, $ 2, n°1, следствие предложения 4), содержащая 
f@t, и, следовательно, совпадающая с Ё@Фс. Вследствие этого 
[09 П1) ={ Фе, и так как каждый элемент подалгебры D полу- 
прост в 4, то 5 Па=Фс. Тогда 
с ={хе у | [х, спи [х, [m, m]]-— 0}. 


По лемме | ограничение формы Ф на с невырожденно. 

Пусть q° — ортогональное дополнение подпространства Я в G 
относительно формы Ф. Предыдущие рассуждения показывают, 
что 99° =n. Предположим, что q 10, следовательно, PEN 
(и qd >). Так как подпространство 4 устойчиво относительно 
эндоморфизмов adj, то устойчиво и 4. Из теоремы Энгеля 
следует, что существует такой элемент хех, что xE&n u 
[x, аи. Но тогда хе Па=и, что приводит нас к противо- 
речию. Значит, Я = n°. 


Следствие |. Пусть Ч — некоторый максимальный элемент 
множества всех подалгебр алгебры Ли 4, отличных от 9. Тогда 
подалгебра | параболическая или редуктивная. 


Можно предполагать, что 9 — подалгебра алгебры Ли gl(V) 
для некоторого конечномерного векторного пространства У. 
Пусть © (1) <= g — разделяющая оболочка подалгебры 4. Если 
е (1) =4, To подалгебра 1 — идеал в q (гл. VII, $ 5, n°2, пред- 
ложение 4); следовательно, она полупроста, и, таким образом, 
подалгебра 4 редуктивна в 9. Предположим, что ¢(q) Æ 4. 
Тогда @ (1) =9, поэтому | — разделяющая подалгебра. Предпо- 
ложим, что алгебра Ли Я He редуктивна 4. Обозначим через п 
множество нильпотентных элементов радикала алгебры Ли 1. 
Тогда и= 0 (гл. УП, $ 5, n°3, предложение 7 (1)). Пусть p — 
нормализатор подалгебры N в 9. Тогда р D 1 Hm pg, поскольку 
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алгебра 4 полупроста. Следовательно, }р = и подалгебра 4 па- 
раболическая (теорема 1). 


СлЕедствиЕ 2. Пусть n— подалгебра алгебры Ли 9, состоящая 
из нильпотентных элементов. Гогда существует параболическая 
подалгебра 9 алгебры Ли 9, обладающая следующими свойствами: 

(i) ne и, (1); 

(ii) нормализатор подалеебры п в алгебре Ли 9 содержится 
в 9; | 

(11) любой автоморфизм алгебры Ли 9, сохраняющий подал- 
гебру N, сохраняет и \. 


Если алгебра 9 расщепляема, то N содержится в некоторой 
` подалгебре Бореля алгебры Ли 9. 


Пусть 9 — нормализатор подалгебры и в алгебре Ли ди 
И: = И, (11). Определим по индукции 4; как нормализатор под- 
алгебры N;-ı в алгебре 4 и и; как N,(d:). Последовательности 
(и, Mj, No, ...) и (91, Jo, ...) возрастающие. Существует такой 
номер J, что 9, =9,.1, Т.е. подалгебра q; совпадает с норма- 
лизатором подалгебры п, (1;) в 9. Следовательно, 1, — параболи- 
ческая подалгебра (теорема |), причем пои; = и, (qj) и Ч“ Ca. 
Если подалгебра N устойчива относительно какого-либо авто- 
морфизма алгебры Ли 4, TO подалгебры Ny, Mo, ... иЯ, Io 
также устойчивы относительно этого гомоморфизма. Если ал- 
гебра Ли g расщепляема, то подалгебра q; содержит некоторую 
подалгебру Бореля В, причем 6 > п, (49,) и ($ 3, n°3, предло- 
жение 13). 


ТЕОРЕМА 3. Предположим, что поле К алгебраически замкнуто. 
Пусть 9 — полупростая алгебры Ли u a— ее разрешимая под- 
алгебра. Тогда в 9 существует подалгебра Бореля, содержащая 
nodaneeöpy я. 


Ввиду следствия | (ii) предложения 4 гл. УП, $ 5, n°2, 
можно предположить, что подалгебра а разделяющая. Тогда 
существует коммутативная подалгебра { алгебры 4, состоящая 
из полупростых элементов и такая, что алгебра а будет полу- 
прямым произведением { и п, (а) (гл. VII, § 5, n°3, следствие 2 
предложения 6). Существует (следствие 2 теоремы 2) такая 
параболическая подалгебра q алгебры Ли 4, что п; (а) < и; (1) 
и нормализатор подалгебры п. (а) в алгебре Ли 4 содержится 
в Ч; таким образом, a < 1. Пусть В — подалгебра Бореля алгебры 
Ли 9, содержащаяся в 9, и D — подалгебра Картана алгебры 
Ли 49, содержащаяся в В. Тогда b — подалгебра Картана в 1, 
и существует такой элемент se Aut, (1), что s(t) ch (гл. УП, 
§ 2, n°3, предложение 10, и гл. УП, $3, n°2, теорема 1). 
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Тогда s(n, (1)) = и, (1) (гл. УП, $ 3, n° 1, замечание |), так что 
$ (a) = $ (t) + $ (ny (п)) € b + $ (из (q)) = 5 + из (1) = В. 


Следствие. Если поле К алгебраически замкнуто, TO любая 
максимальная разрешимая подалгебра алгебры Ли 4 является 
борелевской. 


$ 11. Классы нильпотентных элементов и $Ф-тройки 


В этом параграфе через 9 обозначается конечномерная ал- 
гебра Ли. 


1. Определение 8@-тройки 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ |. 8[-тройкой в алгебре Ли 9 называется такой 
набор (x, h, y) элементов из 4, отличный от (0, 0, 0), что 


[A, x] = 2x, [A, у] = — 2y, Le y]=—h. 


Пусть (x, h, y) есть 86-тройка в алгебре Ли g. Линейное 
отображение т алгебры Ли 8{(2, К) в алгебру Ли g, такое, что 
T(X 4) =x, T(H) =A, t(X_) = y, — ненулевой (поскольку алгебра 
Ли $8{(2, К) проста) инъективный гомоморфизм, образом KOTO- 
рого является подпространство kx + kh + ky. Значит, мы полу- 
чаем каноническую биекцию множества 85-троек алгебры Ли 9 
на множество инъективных гомоморфизмов алгебры Ли 81(2, К) 
в алгебру Ли 9. Если алгебра Ли 4 полупроста u (x, À, y) есть 
8l,Tpolika алгебры Ли 4, TO x и y — нильпотентные элементы 
алгебры Ли 9, а h— ее полупростой элемент (гл. I, $ 6, n° 3, 
предложение 4). 


Лемма 1. Пусть x, h, y, y ед. Если (x, h, y) u (x, h, y”) — 
две Sl,-Tpoüku алгебры Ли 9, то y — y". 


Действительно, y—y’ Ker (ad, х) и (ad, h) (y—y’) = —2(у— и’), 
так что эндоморфизм ad,x инъективен в пространстве Кег(р + 
+ ad, À) для любого целого р > 0 ($ 1, n° 2, следствие предло- 
жения 2). 


Лемма 2. Пусть n— такая подалгебра алгебры Ли 9, что 
для всех nen эндоморфизм ad, (п) нильпотентен. Пусть he g— 


такой элемент, что [h, и] = и. Тогда es" р = -и. 


Ясно, что eu", ~ch+n. Пусть ven. Докажем, что 

ad, (и 
и ое = г*3.р. Достаточно доказать, что h+ veers! Pe 
+6’n для любого p> 1 (потому что ®’и=0 для достаточно 
большого р). Это очевидно при p— 1, так как ®'и = и. Предпо- 
ложим, что мы доказали существование таких элементов у, ЕП 
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иг, =”, что h+v == ср f+ Zp». Так Kak (ad, А) (и) = п, то 
(ad, A) | — биективное отображение подпространства и в себя, 
и его ограничение Ha @/1, относительно которого ®Ри устойчиво, 
тоже биективно; следовательно, существует такой элемент 
2=®”и, что г, ==[2, A]. Тогда 


ot) р — ersten e[z, A] + ФР, 
поэтому 
oe), eh Le 2, + [2 4] + РР = Ро Stn, 
и наше утверждение доказывается индукцией по р. 


Лемма 3. Пусть xe&g, р =Кег (аа x), у = [п (аа x). Гогда 
[b, < чи 2П9 — nodaneeöpa алгебры Ли ц. 


Если иЕер и ve, то существует такой элемент и Е бд, 
что 9 ==[х, 4]; следовательно, 


[u, о] is lu, [x, w]] — [x, [u, w]] m [[х, u], w] Е. ix, [u, w]] = 9. 


Однако, ÿ— подалгебра алгебры МЛи 4, следовательно, 


Png, PNG CPNG. 


Лемма 4. Пусть (x, В, y) u (x, №’, у) — две 86-тройки в ал- 
гебре Ли 9. Гогда существует такой элемент 2 € $, что эндомор- 
физм ad,Z нилеьпотентен, и выполняются равенства 


ad d d 
rer ehh’, et* yy’. 


Пусть n= Ker (ad x) NIm(ad x) и 4, —Ker(adh— р) для лю- 
бого p = Z. Ввиду результатов из $ 1, n° 3 (примененных к при- 
соединенному представлению алгебры Ли kx + ky + ЕЙ в про- 


странстве 4), мы получаем, что NC 2, Gp; следовательно, эндо- 
р>0 


морфизм аи нильпотентен при любом nen и [A 1] = и. 
Таким образом, [x, h’ — #] =0и [x, y—y’]=h’ — А, а значит, 
h’—hen. Вследствие лемм 2 и 3 существует такой элемент 
zen, что e*"3*h =h’. Так как ze Kerad,x, то e's’x—x. Лем- 
ма | показывает, что e"#*y= у’. Ч. Т. Д. 


Пусть С — группа автоморфизмов алгебры Ли 4; 86-тройки 
(x, h, y) и (x’, h’, у’) называются @-сопряженными, если суще- 
ствует такой элемент g@G, что вх =х”, вй =’, ву= у’. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ |. Пусть @ — группа автоморфизмов алгебры 
Ли 9, содержащая группу Aut,(g), а (x, №, y) u (x’, И, y’) суть 
$65-тройки в алгебре Ли 9. Положим 


= Ах АЙ РУ Г= Ех + Rkh РУ. 
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Рассмотрим следующие условия: 

(i) элементы x u x” СЦ-сопряжены; 

(ii) 86-тройки (x, В, y) и (x’, h’, у’) С-сопряжены; 

(ii) подпространства Ги Г С-сопряжены. 
Тогда (i) = (ii) = (iii). Если поле Е алгебраически замкнуто, TO 
эти три условия эквивалентны. 


(i) = (ii). Это следует из леммы 4. 

(ii) = (iii). Это очевидно. 

Предположим, что поле Е алгебраически замкнуто, и дока- 
жем, что (11) = (1. Рассмотрим прежде всего случай {= = 
— 4 = 8((2, К). Поскольку эндоморфизм ad; X нильпотентен, TO 
эндоморфизм х пространства k? нильпотентен (гл. I, $ 6, тео- 
рема 3). Поэтому существует такая матрица А == СЕ (2, К), что 


AxA7' =x’, и, следовательно, существует автоморфизм а алгебры 
Ли 8((2, ^), для которого а(х) =х’. Однако ae Aut, (4) (§ 5, 
n° 3, следствие 2 предложения 5). Перейдем к общему случаю. 
Предположим, что пространства ft nf С-сопряжены, тогда 
достаточно доказать, что элементы X U X С-сопряжены. Можно 
предположить, что {={!. По предыдущему существует такой 
элемент В = Aut,(f), что Вх =x’. Ho если { Е t — такой элемент, 
что эндоморфизм ad; { нильпотентен, то эндоморфизм ad, ниль- 
потентен. Следовательно, автоморфизм В продолжается до эле- 
мента из группы Aut, (9). 


Замечание. Три условия из предложения | будут эквива- 
лентны, если предположить, что k =k? (см. упражнение |). 


2. 8[.-тройки в полупростых алгебрах Ли 


Лемма 5. Пусть У — конечномерное векторное пространство, 
A u B— эндоморфизмы пространства У. Предположим, что эндо- 
морфизм А нильпотентен и [А, [А, B]] =0. Тогда эндоморфизм AB 
нильпотентен. 


Положим С =[А, В]. Поскольку [A, С] =0, при любом це- 
лом P 0 имеют место равенства 


[A, ВС?] =[А, В] С? = CP, 


Следовательно, Тг (С?) =0 при всех p21, что доказывает ниль- 
потентность эндоморфизма C(Alg., chap. УП, $ 3, n°5, corol- 


laire 4 de la proposition 13). Пусть теперь k — алгебраическое 


замыкание поля К, а ЛЕК ихе V@,.k таковы, что АВх = Ах, 
x == 0. Соотношение [[B, A], A] =0 показывает, что при любых 


целых P>0 имеет место равенство [B, AP]=p[B, А] АР’. 
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Пусть г — наименьшее целое число, для которого А’х =0. Тогда 
AA 1х = А’ 'АВх = А’Вх = ВА’х —[B, A']x = —r[B, А] А’ x. 


— | 
Так как эндоморфизм [B, A] нильпотентен и А” x0, то À —0. 
Таким образом, все собственные числа эндоморфизма АВ, при- 
надлежащие полю А, равны нулю, что доказывает утверждение 
леммы. 


Лемма 6. Пусть №, хе д таковы, что [h, x] =2х и йе (ах) (9). 
Тогда существует такой элемент уе= у, что набор (x, №, и) равен 
или тройке (0, 0, 0), или 86-тройке. 


Обозначим через 4’ разрешимую алгебру Ли kh-+ kx. По- 
скольку хе [9,, 9], эндоморфизм ad, x нильпотентен (гл. I, § 5, 
n° 3, теорема 1). Пусть п — ядро этого эндоморфизма. Так как 
[ad h, ad x] =2 ad x, то (аай) пси. Пусть z € 4 — такой элемент, 
что h=—lI[x, 2|. Положим M„>=(adx)"g для любого целого 
п —>0. Если п>> 0, то мы получаем ($ 1, n° 1, лемма 1), что 


[а42, (ad x)"] =и ((а4 À) — n + 1)(ad x)". 
Следовательно, если ие M,-1, то 
п ((аа й) —n-+ Г ие (ad 2) (аа x)u+ M,. 
Так как (adh) Cn, то из этих выражений следует, что 
((ad h) —n + 1) (1) My-1) G0 1) Mn. 


Эндоморфизм ad x нильпотентен, поэтому для достаточно боль- 
ших И мы получаем М, ==0. Следовательно, собственными 
числами эндоморфизма adh|n будут целые числа 20. Вслед- 
ствие этого ограничение эндоморфизма adh-+2 на простран- 
ство N обратимо. 

Но [h, z2] + 22 = п, поскольку 


[x, [h, 21 + 2z] =[[x, A], 2] 4 Ir, [x, 2] + 2[, 2] = 
—[—2x, 2] + [h, —h]+2[x, 2] =0. 


Следовательно, существует такой элемент 2° en, что [h, 2’] + 
+ 22” =, 2] + 2г. Это означает, что [h, y] = — 2y, если поло- 
жить у=2— г’. Так как [х, y]=[x, 2] =—A, это завершает 
доказательство леммы. 


TIPEQIOKEHHE 2 (Джекобсон — Морозов). Предположим, что 
алгебра Ли $3 полупроста. Пусть x — ненулевой нильпотентный 
элемент алгебры Ли 9. Тогда существуют такие элементы 
й, ySq, что (x, h, y) есть 86-тройка. 


Пусть n—Ker(adx). Если zen, то [adx, [adx, adz]]= 
= ad([x, [x, z]]) =0. По лемме 5 эндоморфизм ad x ° ad Z2 ниль- 
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потентен, а следовательно, Тг (а хоа4 2) =0. Это показывает, 
что элемент X ортогонален к подпространству ий относительно 
формы Киллинга Ф алгебры Ли g. Так как 


D((ad x) у, у’) = Oy, (ad x)’ y’) 


при любых и, y =g u форма D невырожденна, TO ортогональ- 
ным подпространством к подпространству п будет образ эндо- 
морфизма (аа х). Следовательно, существует такой элемент 
y Eq, что x =(ad x)’ у’. Положим 


h=—2[x, y’]. 


Мы получаем, что [h, x] =2х и йе (а4х)9. Таким образом, 
достаточно применить лемму 6. 


СлеЕдствиЕ. Гредположим, что 9 — полупростая алгебра Ли. 
Пусть @ — группа автоморфизмов алгебры Ли 9, содержащая 
Аш. (9). Отображение, которое каждой 8Ь-тройке (x, В, y) aa- 
гебры Ли 43 ставит в соответствие нильпотентный элемент X, 
определяет посредством факторизации биективное отображение 
множества классов @-сопряженных 8Б-троек на множество клас- 
сов @-сопряженных ненулевых нильпотентных элементов. 


Это утверждение вытекает из предложений | и 2. 


Лемма 7. Пусть К — none, содержащее по крайней мере 


а В A 
0 at где a& Kk’, 
ВЕК, а G’—epynna таких матриц с a=1. Тогда @’ =(G, G). 


Если a, a’ ЕК“ и В, В’ ЕК, то 


(. At | pala 8) (: и.) = 
1 —a’p’ — ава? + aa’ + af 
(, | ) 


4 элемента. Пусть G—epynna матриц вида ( 


—_ 
—- 


В частности, 


IE) 


Таким образом, существует такой элемент а, = K”, uTO a | 
и a, —1, поэтому К.(1— а?) =К, откуда следует лемма. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Предположим, что алгебра Ли 9 полупроста. 
Гогда группа Ач. (9) совпадает со своей производной группой. 
Если алгебра Ли 9 расщепляема, то Aut,(a) — производная 
группа группы Auty (9). 
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Пусть x — ненулевой нильпотентный элемент алгебры ЛИи 4. 
Выберем такие элементы À, уеЧ, что (x, h, y) есть 86-тройка 
(предложение 2). Подалгебру & алгебры Ли 49, порожденную 
тройкой (x, h, у), можно отождествить с алгеброй Ли 81(2, k). 
Пусть о — представление алгебры Ли 8 = 8[(2, К) в простран- 
стве 4, заданное формулой 2=>а4. 2; пусть л — представление 
группы SL (2, А), согласованное с представлением о ($ 1, n°4). 
Образ представления л порожден эндоморфизмами exp (f ad, x) 
и exp(fad,y) при tek (Alg., chap. III, $ 8, n°, proposition 17] 
и, следовательно, содержится в группе Аш, (9). Так как группа 
SL (2, №) совпадает со своей производной подгруппой (лемма 7 
и Alg., там же), то элемент exp(ad, x) принадлежит производ- 
ной группе С группы Aut,(g). Значит, Аш, (4) = G. Предполо- 
жим теперь, что алгебра Ли 3 расщепляема. Так как фактор- 
группа Aut, (g)/Aut.(9) коммутативна ($ 5, n°3, замечание 3), то 
предыдущие рассуждения доказывают, что производная группа 
группы Аиф (4) совпадает с группой Aut, (4). 


3. Простые элементы 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 2. Элемент h алгебры Ли $3 называется про- 


стым, если существуют такие элементы X, уе, что (x, h, y) 
есть 865-тройка алгебры Ли (9). 


Говорят также, что À — простой элемент 86-тройки (x, h, y). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть h — ненулевой элемент алгебры Ли 9. 
Он является простым тогда и только тогда, когда существует 
такой элемент хе 9, что [h, x] =2х и йе (а4х) (a). 


Очевидно, что сформулированное условие необходимо. Ввиду 
леммы 6 оно и достаточно. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Предположим, что 9 — расщепляемая полу- 
простая алгебра Ли. Пусть 5 — расщепляющая подалгебра Кар- 
Tana алгебры Ли 9, Ю — множество корней расщепленной ал- 
гебры Ли (9, 5) и В — базис системы корней Ю. Пусть h — npo- 
стой элемент алгебры Ли 9, принадлежащий подалгебре 5. То- 
гда h сопряжен относительно группы Aut, (4, 9) такому элементу h’ 
подалгебры Картана b, что a(h’) & {0, 1, 2} для любых корней 
a = B. 


Собственные значения эндоморфизма adgh принадлежат Z 
($1, n°2, следствие предложения 2). Следовательно, h € ba. 
Существует такой элемент w группы Вейля № расщепленной 
алгебры Ли (9, 5), что a(wh) 20 для всех корней a = В (гл. VI, 
$ 1, n°5, теорема 2 (1)). Учитывая следствие теоремы 2 из $ 2, 
n°2, мы можем ограничиться случаем, когда а(й) = М при 
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любых чае В. Пусть Ry — множество положительных корней 


относительно базиса Ви R_=—R,. В алгебре Ли q суще- 
ствует $86-тройка вида (x, A, у). Обозначим через Т множество 
таких корней В, что В(й) = — 2. Мы получаем, что TC R_ 


y = уж Предположим, что существует корень ас В, для 


о cn о (й) > 2. Тогда (а-В)(й)>0 для любых ВЕТ и, 
следовательно, @+BER- и а- В ==0. При этом, так как 
BER- и а=В, то a+fPER,, поэтому а-+ Ве Ю| {0}, так 
что [q*, 9°] =0. Вследствие этого мы получаем, что [y, a] =0. 
Однако отображение а; y|A* инъективно, поскольку a(h) > 0 
($ 1, n°2, следствие предложения |). Это противоречие дока- 
зывает, что (A) L 2 для любого корня aE В. 


СлЕедствиЕ. Если поле Е алгебраически замкнуто, а 9 — полу- 
простая алгебра Ли ранга |, то число классов сопряженных 
относительно ee уппы Aut,9 простых элементов алгебры Ли à не 


превосходит 31. 


Действительно, любой полупростой элемент алгебры Ли 4 
сопряжен относительно группы Aut,(4) с некоторым элементом 
подалгебры Картана ). 


Лемма 8. Предположим, что поле R алгебраически замкнуто, 
а алгебра Ли 4 полупроста. Пусть h — такой полупростой эле- 
мент алгебры Ли 9, что BDÜETBEHNEE значения эндоморфизма 
adh рациональны. Рассмотрим 4 = Ker (ad h), 4? = Ker (ad h — 2). 
Пусть G, — множество элементарных автоморфизмов гр panies $, 
оставляющих на месте Й, их = g° — такой элемент, что [x, 9°] = 
=”. Тогда множество G,x содержит подмножество простран- 
ства 4, открытое и всюду плотное в топологии Зарисского. 


Пусть 9 — подалгебра Картана алгебры Ли 4. Она является 
подалгеброй Картана алгебры Ли 9 и содержит элемент À 
(гл. УП, $ 2, n°3, предложение 10). При этом AE bo. Пусть 
Ю — система корней расщепленной алгебры Ли (4, bh), а Q — 
группа радикальных весов. Тогда существует такой базис В 
системы корней R, что а(й) >0 для любых a = В. 

Обозначим через И множество таких элементов 2 =, что 
а (2) ==0 при любом aeB. Пусть (Н.),_„-— дуальный к В 


базис пространства 9. Если ге 0, то существует гомоморфизм 
группы Q в группу А“, который переводит любой элемент yEQ 


в |] a(2) На) 


aeB 
Вследствие предложений 2 u 4 из $ A эндоморфизм ф(2) 
векторного пространства 4, индуцирующий на пространстве gv 
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но 
гомотетию с коэффициентом LE nan | a) будет элементарным 
а = В 


автоморфизмом пространства J, который, очевидно, принадле- 
жит группе G,. 


Пусть $ Е 9. Если у = R — такой корень, что 4% [] 4? 520, то 
2—у(1) —у (>, (1) На) = > а (h) v (Ho). 


Так как a(h) >0 для любого корня a = B и так как v(H,)— 
целые числа, которые или все 20, или все < 0, TO У(Н.)+М 


при любом корне a@B. Следовательно, можно рассмотреть 
(при 2=5) эндоморфизм ф(г) векторного пространства 4^, ко- 
торый индуцирует на пространстве 4“ [] 4’ гомотетию с коэф- 


фициентом I] a(z)” На). Отображение z+ > 1 (2) пространства 5 
@ Е В 


в End (4?) полиномиально. Если 20, то (2) = (2) | 4". 
Пусть у, ..., \, — попарно различные корни расщепленной 
алгебры Ли (4, 5), равные нулю на элементе À. Если и Е gv... 


d d 
..., И, EG, то e "1 ...e" VreG,. Следовательно, полагая 


о (2, иь..., Yr) = (2) 1"... er 1х 
для 2= 1, yea", ..., у, Ед, мы определяем отображение р 
пространства §X g" xX... X q’r в 07. Это отображение поли- 
номиально ир(И, 4", ..., 4") CG,x. Ввиду предложений 3 


и 4 из гл. VII, дополнение I, достаточно доказать, что линей- 
ное отображение, касательное в некоторой точке к отображе- 
нию р, будет сюръективным. 

Пусть Г — линейное отображение, касательное в точке 


y= > Нек отображению =г=> т (2). Тогда Т (2) — эндоморфизм 
az В 


пространства 4?, который индуцирует на пространстве 9* (|? 
гомотетию с коэффициентом 


Уна" te По pity’ 8) = 
as В BEB, Pa 


= 2, у (Ha) a (2) = y (2). 


Следовательно, линейное отображение, касательное в точке йо 
к отображению z+>o(z, 0,..., 0), совпадает с отображением 
==> [2г, x]. Образ этого отображения равен [х, 5]. Линейным 
отображением, касательным в точке 0 к отображению Yır 
> (ho) [yı, x], является отображение y,;+> (hy, ит, 0, ..., 0). 


Образ этого последнего равен (ho) [х, gv] =[х, gv]. Таким же 
образом мы устанавливаем, что образ линейного отображения, 
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касательного в точке 0 к отображению у; =>р(%, 0, ..., 0, 
y;,9, ..., 0), совпадает с подпространством [х, 472. Наконец, 
образом линейного отображения, касательного в точке (Ay 
0,..., 0) к отображению р, будет пространство 


Lx, b+ qu +, +9] =, le. UT. 


*Группа Gy является алгебраической группой с алгеброй Ли ad 99°... 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Предположим, что поле Е алгебраически 
замкнуто, а алгебра Ли 9 полупроста. Пусть G — группа авто- 
морфизмов алгебры Ли 9, содержащая группу Аш, (4), a (x, В, y) 
и (x’, h’, y) — две 86-тройки алгебры Ли 9. Тогда следующие 
условия эквивалентны: 


(i) элементы h u h’ Ц-сопряжены; 
(ii) 86-тройки (x, В, y) u (X, h’, у’) G-conpaxcenu. 


Достаточно доказать импликацию (i) = (1), и мы можем 
ограничиться случаем, когда h=h’. Пусть 9° и С, такие же, 
как в лемме 8. По следствию предложения 2 из $ 1, n°2, мы 
получаем, что x EQ? и [х, 9°] = 4?. Следовательно, множество 
С,х содержит открытое и плотное в топологии Зарисского под- 
множество множества 47; то же самое можно сказать и о MHO- 
жестве G,x’. Следовательно, существует такой элемент a & G,, 
что а(х) =х’. При этом a(h)=h и, значит, a(y)=y (n°1, 
лемма 1). 


СЛЕДСТВИЕ |. Отображение, которое каждой 86-тройке ставит 
в соответствие ее простой элемент, определяет посредством фак- 
торизации биективное отображение множества классов G-conpa- 
женных 8-троек на множество классов простых @-сопряженных 
элементов. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Если rg(g)=1, то число сопряженных классов 
относительно группы Аш. (9) ненулевых нильпотентных элемен- 


тов не превосходит В 


Это утверждение вытекает из следствия 1, следствия пред- 
ложения 2 и следствия предложения 5. 


СЛЕДСТВИЕ 3. Если го (4) =[, то число сопряженных классов 
относительно группы А, ($) подалгебр алгебры Ли 9, изоморд- 


ных 81(2, k), не превосходит 3°. 


Это вытекает из следствия 1, предложения | и следствия 
предложения 5. 
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4. Главные элементы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Предположим, что 9 — полупростая алгебра 
Ли. 

(i) Нильпотентный элемент x алгебры Ли $3 называется глав- 
ным, если размерность пространства Keradx равна рангу ал- 
гебры „Ли 9. 

(ii) Простой элемент В алгебры Ли 4 называется главным, 
если h— регулярный элемент и если собственные: значения эн- 
доморфизма adh в алгебраическом замыкании поля Ё принад- 
лежат множеству 2Z. 

(iii) 86-тройка (x, h, у) в алгебре Ли 9 называется главной, 
если длина пространства 4, рассматриваемого как модуль над 
алгеброй Ли Ех + kh + ky, равна рангу алгебры Ли 9. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Предположим, что алгебра Ли 9 полупроста. 
Пусть (x, h, у) есть 86-тройка в алгебре Ли 9. Тогда следую- 
щие условия эквивалентны: 

(1) элемент х главный; 

(ii) элемент h главный; 

(iii) $6-тройка (x, В, у) главная. 

Положим 4? = Кег(а4 й — р), где рей. Пусть 9’ = À 97. 

peZ 


Если рассмотреть пространство § как модуль над алгеброй Ли 
a=kx-+kh-+ky, то 4’ будет суммой простых нечетномерных 
подмодулей ($ 1, n°2, следствие предложения 2). Пусть [ 
(соотв. Г) — длина пространства 49 (соотв. 4’), рассматриваемого 
как я-модуль. Ввиду $ 1, n°2, мы получаем, что 


dim (Ker ad x) = [> Г == dim (Ker ad h) > rg (9). 


Отсюда сразу вытекает эквивалентность условий (i) и (iii). 
Однако условие (ii) означает, что dim(Ker ad h) = ге (4) и 9’ —=g 
или, иначе говоря, что 


dim (Ker ad h) = rg (4) 


и [/=/. Отсюда следует эквивалентность условия (ii) другим 
условиям. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Предположим, что алгебра Ли 9 полупроста 
и #0. Пусть D — расщепляющая подалгебра Картана в ц, 
R — система корней расщепленной алгебры Ли (4, 5), В — базис 
системы R и № — такой элемент подалгебры db, что a(h°) =2 для 
любых a = В. 

(i) Элемент À простой и главный. 

(ii) Элементы x в алгебре à, для которых существует 86-тройка 


вида (x, h°, у), — это те элементы пространства x 4“, KOMAO- 


а = В 


ненты которых в каждом подпространстве 4“ отличны от нуля. 
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Такие элементы f° рассматривались в $7, n°5, лемма 2 
(см. там же, формула 1). Из этой леммы следует, что A° — глав- 


ный элемент и что если хе D, 9“ — элемент, каждая компо- 
а = В 

нента которого в пространстве 4“ отлична от нуля, то суще- 

ствует 8-тройка вида (x, 10, у). Обратно, пусть (x, AP, y) есть 


$6-тройка. Тогда [h°, x] = 2x; следовательно, x = >, 07 = 
VER, y (h°)=2 
= >, 4“. Точно так же уе >, g-°*, Представим #0, x n y 
а ЕВ 9 = В 
в виде 


"= У ay» где d>0 для всех аеВ, 


aeB 


i= > Xe где Хе 9“ для всех асе В, 
а = В 


= >, Txt, где X, g% для всех ae B. 
а ЕВ 


Тогда 
2; fell, = f= ly, x] — » [X-., м — 2, Ra Xl, 
aes a, BEB a=B 


откуда вытекает, что [X-., Х.| O0 при любых aE В. 


Следствие. В расщепляемой полупростой алгебре Ли сущее 
ствует нильпотентный главный элемент. 


В нерасщепляемой полупростой алгебре Ли 0 может быть един- 
ственным нильпотентным элементом. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Предположим, что поле R алгебраически 
замкнуто, а алгебра Ли 9 полупроста. Toeda все простые (соотв. 
нильпотентные) главные элементы сопряжены относительно группы 
Aut, (4). 


Воспользуемся обозначениями из предложения 8. Пусть 
й — простой главный элемент. Он сопряжен относительно 
группы Аи, (4) с таким элементом h’ БВ, что a(h’) е= {0, 1, 2} 
для любого аеВ (n°3, предложение 5). Так как h’ — простой 
главный элемент, то а (й”) = 0 и а(1й’) Е 2Z для любых ae В; 
следовательно, @а(й’) =2 для любых корней ae B, откуда 
вытекает, что h’ = h”. Это доказывает утверждение относительно 
простых главных элементов. 

Пусть х, х’— нильпотентные главные элементы. Тогда суще- 
ствуют $6-тройки (x, h, y) и (x’, A’, у’). По предложению 7 A 
и h’ — простые главные элементы; следовательно, они сопряжены 
относительно группы Aut,(g). Таким образом, элементы X H x’ 
сопряжены относительно группы Aut, (4) (предложение 6). 
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Лемма 9. В обозначениях предложения 8 положим 9’ = 
= Ker (ad h® — р) для любого ре. Пусть g — множество Tex 


элементов пространства “= > 7. компоненты которых в Каж- 
а, Е В 


дом пространстве 9% отличны от нуля. Пусть R, — множество 


положительных корней относительно базиса В, И. = 3. ge u 
ae Rı 
2 adn 
xeq,. Toedae +.x=x+[n,, 14]. 
ad tt 
Ясно, что e *+.xCcx-+ [ny и.]. Пусть ve fn,, и. |. 
| d 2 
Докажем, что x + 0 G@e**"+.x. Положим и) — 2, 4”. Доста- 
r>p 


ТОЧНО доказать, UTO 
du 
sived + st 


для любых P>2. Это ясно при P=2, поскольку ni?) —[n,, n,] 
($ 3, n°3, предложение 9 (111)). Предположим, что мы нашли 
элемент ZEN", для которого v + x — еа9 2х е пФ). Так как суще- 
ствует $l,-rpolika вида (x, 19, y) (предложение 8), то из следствия 
предложения 2 $ 1, n°2, вытекает, что [x, g Р-?] = gg; поэтому 
существует такой элемент 2’ = 92? < и., что 


о--х — еа9 2х S[2’, x] + net, 


Таким образом, v+xeed@+2); + net), и наше утверждение 
доказывается по индукции. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 10. Предположим, что алгебра Ли 9 полупроста. 
Пусть D — расщепляющая подалгебра Картана в 9, К — система 
корней расщепленной алгебры Ли (4, 5), В — базис системы К, 
Rs — множество корней, положительных относительно базиса В, 


и И. = > 4". Гогда нильпотентные главные элементы, при- 
aeR 
+ 
надлежащие Ny, —это те элементы из Ny, у которых при 


каждом a=B компонента, принадлежащая пространству 9°, 
отлична от нуля. 


Предложение 8 и лемма 9 доказывают, что такие элементы 
являются нильпотентными главными элементами. Докажем об- 
paTHoe утверждение. Очевидно, можно предположить, что 
алгебра Ли 4 проста. Пусть AP u 4” такие же, как в предложе- 
нии 8 и лемме 9. Пусть © — наибольший корень. Положим 
© (A°) = 29, тогда g=h— 1, где h — число Кокстера системы R 
(см. гл. VI, $1, n°11, предложение 31). При этом 4924 = 4%, 
929 = g-® и g?® =0 при |k|> 9. Существует главная 86-тройка 
(x°, 10, y°). По следствию из предложения 2 $ 1, n°2, мы полу- 
чаем, что (ad x’)? (4-9) = 48; следовательно, (ad x)’ == 0. Пусть 
х — нильпотентный главный элемент алгебры Ли g, принадлежа- 


cc 
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щий n,. Если Е — алгебраическое замыкание поля К, то эле- 
менты X@1 и x°@1 вопряжены относительно автоморфизма 


алгебры Ли 9 ®, k (предложение 9); следовательно, (ad х)?4 = 0. 
Поэтому существует такой корень AGR, что (ad x)?7g* ~ 0. 


Положим х = Xn The x, = 47". Тогда 
n >| 


(adx) g* & (ad x)? g* + 2, g® = (ad x1)°2 9%, 


kR>4q+A (h°) 


поскольку Ag + A (AP) >44 — 2g = 2q. Takum образом, (ad x)? g* < 
< 444+^ (*), откуда вытекает, что A= — ®. Аналогично мы полу- 
ae | 
чаем, что (ad х!)?9 4-® = 4®. Имеет место равенство © = » Nad, 
a = В 


где и, >0 при всех аеВ (гл. VI, $ 1, n°8, замечание). Если 


существует такой корень d Е В, что Se >, a”, TO ИЗ 
a=eB, am 


соотношения 


oF—ot+ > ka 


аеВ, a Z 0% 


следует, что gP 9 (ad x)” 4-® для любого р; но это невозможно, 
следовательно, содержащаяся в подпространстве 4“ компонента 
элемента X; отлична от нуля при всех ае= В. 


$ 12. Порядки Шевалле 


1. Решетки и порядки 


Пусть У—векторное пространство над полем Q. Решеткой в про- 
странстве У называется такой свободный #-подмодуль 7 модуля И, 
для которого @9-линейное отображение ay, у: Л @zQ— V, инду- 
цированное вложением 7 в V, биективно. Если пространство V 
конечномерно, то это условие равносильно тому, что Х является 
7-подмодулем конечного типа, порождающим @-пространство И 
(напомним, что по следствию 2 из Aue., гл. УП, $ 4, n°4, 
Z-MOAyJIb конечного типа без кручения свободен); впрочем, тогда 
наше определение становится частным случаем определения | 
из Комм. алг., гл. УП, $4, n°1 (там же, пример 3). Если 
W — векторное подпространство пространства У и Л — решетка 
в пространстве У, то ЛПУ — решетка в W. 

Если У есть Ф-алгебра, то порядком в ней называется 
решетка 7 в векторном пространстве И, которая является 
Г-подалгеброй алгебры У. При этом отображение ay, у будет 
изоморфизмом Q-arre6p. Если У есть 9-алгебра с единицей, 
то унитарным порядком в алгебре У называется порядок в Г, 
содержащий единицу. | 
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Предположим, что У — биалгебра над Q с коумножением с 
и коединицей у. Если 7° — решетка в векторном пространстве У, 
то каноническое отображение i: ЛХ @z Л — V Фо! инъективно. 
Бипорядком в биалгебре У называется такой унитарный поря- 
док 7 в алгебре с единицей У, для которого y(V)CZ u 
с(Р) < 1(7 @zV). Отображения 


ий 5 ПЕ, 


построенные по отображениям Y и: с, снабжают порядок 7 
структурой биалгебры над Z, и отображение ay, у будет изо- 
морфизмом @-биалгебр. 


2. Разделенные степени в биалгебре 


Пусть А — некоторая К-алгебра с единицей, xe À, dEk, 
nEN. Положим 


х(х—а)... (x —d(n—1)) 


x(n, а) — 
n! 


n—-1| 
= I] (x — id +1). (1) 
i=0 


Мы получаем, в частности, что X 4 —=1, х 49 =х. Будем счи- 
тать, что x 4) =0 для целых чисел n < 0. Положим 


x(t) — хп, Vo a, (2) 
(*) axe 0 = ED Free, (3) 


n n! 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть A — биалгебра с копроизведением с, 
и пусть x — ее примитивный элемент (гл. II, $ 1, n°2). Гогда 


с (ха) = У xo DQxa 4), (4) 


При n<O утверждение тривиально. Докажем наше пред- 
ложение индукцией по п. Если для некоторого и формула (4) 
верна, то 
(a+ Ie wth 9) = с(х — ап) с (х® à) = 

=(x@14+1@x— dnl ® 1) с (х® 9) = 


= У [xx 9 @ ха, 9 4 хо, 4) @ хх 9 — 
p+q=n 


— (p+ а) dx? 9 @ x@ a == 
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== >, (x— pd) ХР; DQ х(9, a) >, xP, 4) © (x — qd) х“9, A) — 


p+q=n p+q=n 


= У (pt) xOth D @Qxe dE 


p+q=n 


+ % (+) d @x4th d = 


p+q=n 


— 2, rx а) © xfs, d) + PY sx d) © xls 4) — 


r+s=ntl r+s=n+l 
nn (n +. 1) >, xr, а) 9x: а). 


r+s=n+] 


Следовательно, формула (4) верна и для п- 1. 


3. Целочисленный вариант теоремы 
Пуанкаре — Биркгофа — Burra 


Пусть 4 — конечномерная алгебра Ли над полем Q, a U(q) — ее 
универсальная обертывающая алгебра, снабженная структурой 
биалгебры. Если /— совершенно упорядоченное множество, 


x = (х;),_‚— семейство элементов алгебры Ли $, а п == (п;), <; Е 
= №‘) — мультииндекс, то положим 
x, 
п) __ Гл 
“= Пт. (5) 


где сомножители расположены в соответствии с упорядочением 
множества / и произведение вычисляется в U (4). 


ТЕОРЕМА 1. Пусть U — бипорядок в биалгебре U (9), 
Я = 449 — порядок в алгебре Ли $9 u (х;), _, — базис проетран- 
ства 9. Снабдим множество I некоторым совершенным порядком 
и предположим, что для каждого п = М! задан такой элемент [п] 
из бипорядка U, что фильтрация элемента [п] — х® в биал- 
гебре И (4) меньше |n|. Тогда семейство элементов [п] по всем 
пе М’ образует базис Z-modyan U. 


Обозначим через U,(9) для ре М множество элементов 
биалгебры И (4) фильтрации <р. Тогда образы в пространстве 
U,(g)/U,-ı(9) тех элементов x”), для которых | п | =р, образуют 
базис этого векторного @-пространства (гл. I, $ 2, n°7, теорема 1); 
следовательно, элементы [rn] образуют базис векторного @-про- 
странства 0 (9). Остается доказать следующее утверждение 
(где мы полагаем М =М№,): 
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(x) если элементы US 94, (ar) = ZM и dE N — {0} таковы, что 


du == x An [п], (6) 


n=M 
то d делит каждый коэффициент ам. 


Рассмотрим для каждого целого числа г 20 итерированное 
копроизведение 


Cr U>TU,=-UBUS ... OU. 


По определению со — коединица в бипорядке U, с! = Idy, co =с 
(копроизведение в бипорядке U), и для всех r>2 отображе- 
ние C,+1 определяется как композиция ро (с, ® 1) эс: 


С no r r 
44 —> 94 © 2U —> T (U) QU FT (U), 
где отображение р определено умножением в алгебре T (94). 


Рассмотрим каноническую проекцию x бипорядка U на U = 
== Ker Co и композицию 


ct =Т’ (л)ос,: U>T(U*r). 


Лемма 1. Пусть n EN!. Если |n|<r, то с; ({n])=0. Если 
|в| ==, то 


cr ( [п] ) = 2. хо @ Xp @)B ... OX in) (7) 


где ф пробегает множество отображений набора {1, 2,..., г} 
в множество I, принимающих п; раз значение i для каждого 
iel. 

По предложению | 


c, (x) = Ух)... @xl?r), 


где суммирование распространяется на множество таких после- 
довательностей (pj, ..., P,) из г элементов множества М, что 
pit... +p,=n. Ввиду предложения 6 из гл. Il, $ 1, n°3, 
отображение ct равно нулю на множестве UN) %4,-, (8). Отсюда 


me что для rn 
* ([n}) = ся (x) = Yi (x?) ©... ®л(х( 1). (8) 


При te из соотношения р, + ... +p,=n следует, что 
по крайней мере один элемент р; равен нулю, откуда 
ст ([п]) =0. При r=|n| единственные ненулевые члены 
в третьем выражении в формуле (8) — это Te, для которых 
|р1|= ... =|р,|=1; отсюда вытекает формула (7). 


Вернемся к доказательству теоремы |. Воспользуемся 060- 
значениями утверждения (+) и докажем, используя индукцию 


nS 
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„вниз“ по |n|, что число 4 делит все а». Для достаточно 
больших |п| это очевидно. Если d делит an для |n|>r, то, 
полагая 


и’ = и — | 2 (and) [п] = U, 


мы получаем, что 


аи = % ln]. (9) 
Inl<r 
Для любого отображения ф множества {1,..., Г} в множе- 
ство / положим 
Cp = Ху (1) © ... OX 
и Ag = аи, где п == (сага ф-' (1), _‚. По лемме | из формулы (9) 
следует, что 
4с+ (и’) = % ae, (10) 
r 
ФЕ! 


поэтому с; (и’) = T’ (94*) ПОТ" (9). Но подмодуль 9 модуля Ur 
выделяется в нем прямым слагаемым (Алг., гл. УП, 4, n°3, 
следствие теоремы 1); значит, подмодуль Т”(9) — прямое сла- 
гаемое модуля T(U*) и с; (и) ЕТ’ (9). Однако по предпо- 
ложению элементы х; образуют базис модуля Я, а следова- 
тельно, элементы е’ образуют базис модуля Т’(9). Таким 


образом, из формулы (10) следует, что число 4 делит числа Ay, 


а это значит, что d делит и числа An при | п| =г. Тем самым 
утверждение (*) доказано. 


4. Пример: многочлены с целыми значениями 


Пусть У — конечномерное векторное пространство над 
полем Q, И" — дуальное пространство, 7 —- решетка в простран- 
стве У, 7* — модуль, дуальный к Й-модулю 7 и канонически 
изоморфный некоторой решетке в пространстве У”, 3 (У) — сим- 
метрическая алгебра пространства У и 


A: S(V) > A(V’*) 


— каноническое биективное отображение алгебры S(V) на 
алгебру полиномиальных функций на У” (Alg., chap. ТУ, $ 5, 
п° 11, remarque 1). Если отождествить алгебры A(V"X V*) и 
A(V*)@aA(V*)}, то отображение A будет переводить копроиз- 
ведение алгебры S(V) в отображение A(V*)—> А(У*Х У”), 
которое полиномиальной функции ф на пространстве У” ставит 
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в соответствие полиномиальную функцию 

(x, у) => p(x + y) 
на пространстве V* X V* (Alg., chap. IV, $ 5, n° 11, remarque 2). 
Lf 
Z 
теми элементами, которым соответствуют полиномиальные 


отображения модуля И" в поле Q, принимающие на решетке /** 
целые значения. 


Обозначим через ( ) подмножество в S(V), образованное 


VA 


7 )- бипорядок в биал- 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. (i) Множество ( 
eeôpe S(V), u (z)n Fer 


L h 
(ii) Z-aneeöpa ( ) порождена элементами ( .). где hes, 


Z 
п EN. 
(iii) Если (hy, ..., h,) — базис решетки У, то элементы 
h hy i. 
C=C) ae (ur). 
где наборы п=(т,..., n,) пробегают N’, образуют базис 


им (2) 
-модуля |. J. 

Для любого теМ положим Зи (У) — Ze $: (У), Sa (7)= 
= 2 37 (№). Ввиду предложения 15 u замечания из Alg., chap. 


IV, Es 5, n°9, мы получаем, что 


„(И 3„(Ип(7 Jo HN, 


m! 


р 
поэтому ¢ )n V=Y. Так как S,, (Ÿ°) — решетка в простран- 
VA 
стве S,,(V), то sn 7 ) — тоже решетка в пространстве 
у 
Sm(V). С другой стороны, Й-модуль Sn (v)n( z ) — прямое 


VA 
слагаемое в Snes (VIA ) (поскольку факторпространство He 


Z 
имеет кручения), и, следовательно, существует дополнительный 


р 
к нему свободный #-модуль. Таким образом, Zuonyas ( ) 


Z 
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свободен. Более Toro, это унитарный порядок в алгебре S(V). 


L 
Пусть (Up), _к — базис Z-Monyaa ( > ). Это также базис Q-Mo- 
дуля S(V), и для любого элемента 
феЕЗ(У ХУ) =5$ (У) ® о$ (У) 


существует однозначно определенный набор элементов (v,) 


алгебры S(V), для которого ф= Уи, ® Vp. Как и выше, мы 
будем отождествлять алгебру $ (У) с алгеброй А(У”), а алгебру 


хх 
$ (У) ® 5$ (И) — с алгеброй А (У*Х V*). Тогда, если @ = ( 7 ) 


TO полиномиальная функция X+-—> (x, y) при каждом yes” 


VA 
принадлежит порядку (+). Поэтому v,(y)=Z при всех n 


Л 
и любом yes", т. е. on ( zZ): Это доказывает, что копро- 


VA r VA 
изведение отображает (7) B ME 7 ). Если hey ua 


h 
neN, то („) отображает элемент ие” в целое число 


Ги (в) h 4 je 
( „ J: следовательно, | JE, ). Утверждение (iii) сле- 


дует теперь из теоремы 1, примененной к коммутативной 
алгебре Ли Г, а из него вытекает утверждение (ii). 


Следствие. Пусть X — независимая переменная. Mxoeo- 


Х 
члены (“). где NEN, составляют базис Z-modyas, образо- 
ванного многочленами РеЕЕ[Х|, для которых Р (2) CZ. 


Если P(Z)CZ, то интерполяционная формула Лагранжа 
(Алг., гл. IV, $ 2, n°1, предложение 6) показывает, что коэф- 
фициенты многочлена Р принадлежат полю Q. Поэтому можно 
предположить, что R=Q, и применить предложение 2 при 
у = 0, F —Z. 


5. Несколько формул 


В этом разделе мы будем обозначать через А ассоциативную 
алгебру с единицей. Если хе À, то вместо adıx мы будем 
писать ad x, 
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Лемма 2. Если x, yzeAuneN, то 
п р q 

eS y= YH Sy Se D (Ht eye (1) 

p+q=n p+q=n 


Действительно, обозначим через [, и КЮ, отображения 
2ан>хг2 и 2а->ах алгебры А в себя. Тогда вследствие того, 
что эндоморфизмы Ly и №, перестановочны, 


| n 1 п | | 
sy (ad x) =— (Li — Rs) = x i iy ie oe Be 
p+q=n 


Лемма 3. Пусть x, h&@AuXAER таковы, что (adh) x = x. 
Тогда для любого NEN u любого многочлена PE k[X] имеет 
место равенство 


Р (В) x) = xP (h + nd). (12) 


Так как эндоморфизм ad À — дифференцирование алгебры A 
и элемент (ad h)x перестановочен с элементом X, TO 


(ad h) х" = nx"! ((ad h) x) = nAx*. (13) 
Следовательно, 
(ad h) x = nax™, 


Таким образом, формула (12) получится из своего частного 


случая 
P(h)x—=xP(h+A), (14) 


если заменить здесь элемент x Ha x и À на nd. Достаточно 
доказать формулу (14) при P=X”, Проведем индукцию по m. 
Формула очевидна при m=O, 1. Если она верна при Р =Х", то 


A™ eh Тр (ВА) = x(h HAT, 
Это завершает доказательство формулы (12). 


Лемма 4. Пусть x, у, he Au 
[y, x]=h, [h, x] =2х, [h, y] = — 2y. (15) 
(i) Для любых m, nEN выполняется соотношение 
xh) ут == 3 ym-p) (” + a Л = ‘) xn-p), (16) 
p20 P 


(ii) Пусть А’ есть Z-nodaneeöpa алгебры A, порожденная 


h 
элементами x") u ут при тем. Тогда (ea при всех 


neN. 
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Запишем формулу (16) в эквивалентной форме 


m+n—p—l—h 


272. IM, 
PIN о 


(ad xt) ут) = >. yon 


p21 


Она тривиальна при т ==0. Проведем доказательство индук- 
цией по m. Из формулы (17,,) мы получаем, что 


(т + 1) (ad x) ger’ — (ad x(n) yi, y - yen. (ad х(")) у = 


En > gen (TT any + y(n 1 — h) xD 


p2l E 


(18) 


($ 1, n° 1, лемма 1). Ho, применяя ту же лемму и лемму 3, 
получаем, что 


(И any = 
р 


— | — 
Luis и "wer и р 1 han) = 


(PET) на 
р 


—р—1— 
LT р 


Подставляя полученное выражение в формулу (18), мы имеем 


(m + 1) (ad xm) у — 


—_ 
—— 


Jon — p—-1—- hr, 


— у (m — p+ Donne (MEE PTI) mn + 

p 21 P 

m+n—p—l—h 

+) gun ( и Jap ie 

p2!l 

+ y™ (и — 1 — 1) xt) = 
п — l—h 

= D (m — p +- Demo ("N pr ео + 

p21 р 


—p—l—h 
“4 > утв ("тт р )a—p- L— Herr, 


p20 F 
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Заменяя во второй сумме р Ha p— | и перегруппировывая 


члены, получим 
(m + 1) (ad x) ут+1 — À, yIm-p+1) A xp), (19) 


где 

+n—p+l1—A 

Ay=(m—p+1)(™ | )+ 
mtn—p—h 

La n( р— 1 ). 


Полагая z=m+n—p—h, можно переписать A, также 
в следующем виде: 


A, == (m— pt 02+ 2—1 ... (Z—p+2)+ 
+ Gm e-m)ze— Di. Ш р-на) = 


= 2(z-1) ... (2—p+2)(m— p+1)(2+ 1) + p(z—m)] = 
г RER ER pet 
ONU sn) 


Подставляя это в формулу (19), мы получаем формулу (17441), 
откуда следует утверждение (1). 
h 
Предположим, что ( )e 4 при p<n. Тогда для всех 


многочленов Ре QT] степени <n, для которых Р (2) <= Z, P(h) 
будет лежать в A’ (n°4, следствие предложения 2). Таким 
образом, учитывая формулу (16) и равенство т==и, имеем 


(—1)" h = n—1—h = pig 
n n у 


n—] 
+ yen (oP п") she A 


p=0 P 


Отсюда утверждение (ii) выводится индукцией по п. 


6. Бипорядки в универсальной обертывающей алгебре 
расщепленной редуктивной алгебры Ли 


Пусть 4 — редуктивная алгебра Ли над полем ©, b — pac: 
щепляющая подалгебра Картана алгебры Ли gu R=R(g, 9) 
($ 2, n° 1, замечание 5). 
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ОпРЕДЕЛЕНИЕ |. Решетка #6 в пространстве подалгебры 
Картана D называется дозволенной!) (относительно алгебры 
Ли 9), если H, = и (№) CZ при каждом aE К. 


Замечания. 1) Пусть В — базис системы R. Решетка # B D 
является дозволенной тогда и только тогда, когда H,=% u 
а (6) < Z при любых ае В. 

2) Пусть с — центр алгебры Ли g. Для того чтобы решетка H 
в D была дозволенной, необходимо и достаточно, чтобы Q(RV) = 
CZ Р(Ю\У) Фес. При этом & (| Da — дозволенная решетка 
в подалгебре Картана 9194 алгебры Ли Dg. Однако могут 
существовать такие дозволенные решетки 26, что Æ == ve NDa@® 
@ (4 (1c) (см. $ 13, n°1, (IX)). 

3) Если алгебра Ли 4 полупроста, то дозволенными решет- 
ками в подалгебре Картана 5 являются такие подгруппы 6 
векторного пространства №, что О (ЮУ) CH CP (RY). 


В дальнейшем в этом пункте мы предполагаем, что зафик- 
сированы некоторая расщепленная редуктивная алгебра Ли (g, 9), 
базис В системы корней А = А (9, 9) и для каждого а = В такая 
пара элементов (хи, Ya), что 


Wed", MEP, We ul =D. (20) 


Если через ип. (соотв. N_) обозначить подалгебру Ли алгебры 
Ли 4, порожденную элементами хо (соотв. уз), то, как известно 
($ 3, n°3, предложение 9 (iii)), 


= и_- ФуФи,,, (21) 
(3) =U (N_) @gQU (5) @GU(M,) = (22) 
(где через 0 (4),... обозначены универсальные обертывающие 


алгебры алгебр Ли 4, ...). 
Обозначим через U, 1-подалгебру алгебры U(n,), поро- 
жденную элементами X® при а= В ип= №. Пусть W — группа 


Вейля системы корней К, a R, — множество корней, положи- 
тельных относительно базиса В. 


Лемма 5. (i) U, — решетка в векторном пространстве U (п). 
(ii) Для любого корня a = В имеет место равенство 


Us ПИ (gt) = BD zum. 
neN 


По определению #-модуль ©, порождается элементами 


x) = — x tr. (7) 
нь PAP? 


') В оригинале permis. — Прим. перев. 


8 Бурбаки 
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где г=М, ф=(ф(1)) Е В’ и n=(n(i)) = №. Снабдим алгебру 
U(n,) градуировкой типа Q(R) таким образом, чтобы все под- 
пространства 4“ (а <= А.) были однородными степени а. Тогда 
одночлен x описанного выше вида однороден и его степень 


равна 
>, n(i)p(i) SQ(R). 
фут 

Одночленов такого вида данной степени 4 конечное число, 
и они порождают над @ однородную компоненту степени g 
алгебры U(n,). Это доказывает утверждение (i). 

Если асе В, то 4. ПЦ (9“) содержится в сумме однородных 
компонент, степени которых кратны a. По предыдущему под- 
пространство 2, ПО (4°) порождается элементами xm, для KO- 


торых D n (i) @ (i) = Na. Отсюда следует, что ф (1 =а при всех i 
(поскольку В — базис системы корней R). Поэтому 


ME FEN au. ta, 


(п) — y(n (l)) (п (r)) — 
Xo xu a вал... ary 


Таким образом, 9. [4% (4°) = D Zum, что и доказывает утвер- 


ждение (1). Ч. Т. Д. 


Если Е и Е суть 7-подмодули в U(g), то далее в этом 
параграфе мы будем через E.F обозначать 2-подмодуль MO- 
дуля О (4), порожденный произведениями ab, где AGE, ВЕР. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть HH — дозволенная решетка в подал- 
гебре Картана 5b. Пусть Ur, U-, Uy суть Е-подалгебры ал- 
гебры U(g), порожденные соответственно элементами x" (а & В, 


h 
ne N), у) (ае> В, nEN), (") (hE Z,nEN), а U — Z-noo- 


алгебра алгебры U (4), порожденная множествами U,, U-, Un. 
(i) U — бипорядок в биалгебре U (9). 
(ii) UY=U-. U Ur, %1 =, и при любом аЕеВ 
UNG= Zr UN = Zy,. 


По лемме 5 и предложению 2 U,, U-, U, — порядки 
в О-алгебрах U(n,), U(n_), U(b) соответственно, и 


os 


à Jew, для любых AGH, gez, peN. (23) 


Положим Y=U_.U.U, CU(g). По формуле (22) Z — pe- 
шетка в U(g). По построению 


U-.LCE, (24) 
L.U,cL, (25) 
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в то время как из леммы 3 и формул (23) следует, что 


ae Se, (26) 
x ou, (27) 
Пусть ae В, nEN, rEN, g=(g(i)) Е В” и 
(т (1),..., m(r)) EN’. 
Покажем, что 
YET aa. ge x (28) 


или ввиду условия (25) что 
[А И»... me (29) 


Доказательство проведем индукцией по г. Рассматриваемый 
коммутатор представляет собой сумму членов вида 


то... у (td, уе k+2)) ) 
У Le Yon Yo Yeo (30) 


При aA g(k-+1) элементы x, и У. p41) перестановочны. Сле- 
довательно, [x, ум] — Ей Если a=g@(k+ |), то выраже- 
ние (30) является, согласно формуле (17,,), суммой выражений вида 


а 2 
i es Nag Ae » ( 5 > Pers ir a (31) 


где че, реМ— {0}, he. Из предположения индукции 

и условий (24) и (26) следует, что выражение (31) принадлежит 

решетке Y. Таким образом, мы доказали формулу (28). 
Согласно (28), «2 <); следовательно, согласно (25) 


и (27), x CP, откуда Uy. LoL x 
Pit EU а О ПЕ. 


Таким образом, есть й-подалгебра в И (4); следовательно, 
44 = DZ. Если с — копроизведение в коалгебре 0 (4), то с (44) = 
= 4 ®, 44 (n°2, предложение 1). Пусть у — коединица в ко- 

h 
алгебре U (8). Так как у (x?) = у (у) =у (()) — 0 прии > 0, 


то y(U) CZ. Это доказывает утверждение (1). С другой сто- 
роны, из предложения 2 n°4 вытекает, что 


UNb=LYNI=UMNI=H 
и, аналогично, ввиду леммы 5 
UNF=ULNG == ха. 
Это доказывает утверждение (ii). 


8* 
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Замечание. 4) По предложению 5 из $ 4, n°4, существует 
единственный автоморфизм 0 алгебры Ли g, такой, что 0 (х.) = Ya 
и O(y,) = x, при всехае Ви 0 (1) = — h при всех А, причем 
92 =1. Из построения решетки WU следует, что автоморфизм 
алгебры О (4), который продолжает 0, переводит решетку U 
в себя. 


СЛЕДСТВИЕ 1. Положим 8 —U a. Гогда 9 — порядок в ал- 
гебре Ли 9, устойчивый относительно автоморфизма 0. Имеет 


место разложение G=F+ 2 (71 4“). Для любых aeB u 


пе М отображения (ad хо) "nl, "ed Ya) /n! переводят pewerku U 
и 9 в себя. 


Первое утверждение очевидно. Второе получается из сравне- 
ния градуировок типа Q(R) в 0 (4) и U. Третье утверждение 
вытекает из леммы 2 n°5. 


СЛЕДСТВИЕ 2. Пусть wEW. Тогда существует элементарный 
автоморфизм ф алгебры Ли 9, перестановочный с 0, который 
переводит решетки 9 uU в себя u сиг ны авто- 
морфизма ®. 


Достаточно исследовать случай, когда автоморфизм & имеет 
вид Su (ае В). Заметим, что эндоморфизмы ах, и ad y, про- 
странства U(g) локально нильпотентны, иначе говоря, для 
каждого и & U (9) существует такое целое число и, что (ad x,)"u— 


| | d 
— (ad у)" и = 0. Это позволяет определить эндоморфизмы °° *а = 


=) 4 (ad x)” и e*°% пространства И (8). Легко проверить не- 


посредственно, что эти автоморфизмы алгебры U (4) переводят pe- 


dx, аду ad dy. adx. ad 
шетку U в себя. Положим pe" “ae” Yae*" Ха, p,—e"" “ae” ae" a, 


Так как 9, |9=@|9 ($ 2, n° 2, формула (1)), то ф, = ф›. Положим 
9 = ф- =. Имеет место равенство 090 —œp, так что биф 


перестановочны. С другой стороны, ф |5 = вследствие леммы | 
HS 2 NZ. 


СлЕдствиЕ 3. Пусть а © Ю. Если хе Gf qr ипе М, то х = 
и эндоморфизм (ad x)"/n! переводит решетки 9 и U в себя. 


Это непосредственно вытекает из построения решетки U 
и следствия |, если «= В. В общем случае существует такой 
элемент w = У, что в (а) е= В (гл. УТ, $ 1, n°5, предложение 15). 
По следствию 2 существует автоморфизм ф алгебры Ли 9, 
который переводит решетки Я и U в себя, а подпространство 4“ 
Bg’, откуда мы получаем доказываемое следствие, используя 
перенос структуры под действием $. 
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Следствие 4. Существует такая система Шевалле (Хо), _ R 
в алгебре (a, b) ($ 2, n°4, определение 3), что X, = аи X, = Yo 
для a = В. Для любой системы Шевалле ь и в С этими свой- 
ствами и любого корня а= ВЮ элемент x, составляет базис 
решетки 9 [| 4“. 

Для ae=B положим Xyg=Xqy X-a Yo. Для аеЮ.—В 
выберем такой элемент ше, что w(a)= B, и такой авто- 
морфизм @ алгебры Ли 4, что Op = $6, ф(9) =F и g(h) =w~' (A) 
при h =} (следствие 2); положим X, =Ф (x, ) X_, =P (Ура). 
Тогда 


LX X, | Ф( [Ч (a)? Ky (a1) ee [ity a) aa wo (ii, (0)) ns Но, 
8(X,) = 99 (x, a)) = PO (Xe и} =P (Ys we 


Следовательно, (Ха) — система Шевалле. Кроме того, 


az R 
| F 119% = @ (Fg? ) = p(ZXw (a) = ZXa (32) 
ЯП <= (19°?) = (Zy,, na) = ee (33) 


Пусть (Х.).<в— такая система Шевалле, что Xo == Xa, 
X Ya при а=В, и $ — множество таких корней а= К, 
что X,=-+X,. Ввиду предложения 7 из $ 2, n°4, $ — замкну- 
тое множество корней. Так как $ > BU(— В), то $ = (гл. VI, 
$ 1, n°6, предложение 19). Из формул (32) и (33) следует, 
что 94“ = ZX’ при всех aE R. 

Замечания. 5) Рассмотрим систему Шевалле co по- 
строенную выше. Если a, В, а -- Ве К, то, полагая [Ха, X,] = 
=Ng, вХа+в Мы получаем, что [X4, X Е м и, следова- 
тельно, М, в = (см. $ 2, n°4, предложение 7). 

6) Мы получили здесь новое доказательство существования 


системы Шевалле (см. $ 4, n°4, следствие предложения 5), 
не зависящее от леммы 4 $ 2. 


7. Порядки Шевалле 


Пусть (4, 5) — расщепленная редуктивная алгебра Ли над 
полем Q, а R — ее система корней. Выберем 

а) дозволенную решетку = B mar Картана b (n°6, 
определение 1), 

6) решетку 9° в подпространстве 4’ для каждого ver. 
Положим $=%6B 2 9". Это решетка в алгебре Ли a. Обо- 


значим через WU орала алгебры (И (4), порожденную 
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h 
элементами (+) (ре №, n EN) и элементами x” (x е 9", ER, 


n=N). Наконец, для а= В и хе 49° — {0} положим 
w, (x) = (exp ad x) (exp ad и) (exp ad x), 


где у — единственный элемент пространства À, для которого 
[y, x] =H,. В этих обозначениях имеет место 


ТЕОРЕМА 2. Следующие условия эквивалентны: 
(i) Существует такая система Шевалле (Хо), _ p расщепленной 


алгебры Ли (4, 5), что 9" = ZX, при всех a = В. 

(ii) ¢@Ng=F и [9°", 9 “|—=ZH, при всех aE В. 

(iii) Для любых ае В, xe FY", nEN эндоморфизм (ad x)"/n! 
алгебры Ли 9 отображает решетки 9 в себя, и [9", 9 "|= ZH.. 


(iv) Для любого WER и любого базиса x пространства 9 
автоморфизм и. (х) переводит решетку Я в себя (т. е. отобрл- 


жает подпространство Y в подпространство 9°а ie при всех BE R). 


(i) => (ii) Пусть (Xo) er 


ной алгебры Ли (g, bh), что Y =ZX, для любого aER, и 
В — базис системы Ю. Для a] В положим хи =Хи, Ya =Х- и. 
Пусть U’ — бипорядок, ассоциированный с решеткой 96 и эле- 
ментами X, и Ya согласно предложению 3 из n°6. Ясно, что 
U < 44. По следствиям 3 и 4 предложения 3 xt = при 


всех ae&R, хе” и neN. Следовательно, 9 =9{,, т. е. 
условие (11) выполнено. 

(ii) = (iii). Это очевидно ввиду леммы 2 из n°5. 

(iii) = (iv). Пусть WER, a x— базис решетки 9“. Так как 
[9°, 9 “|= Но, то однозначно определенный элемент yag 
для которого [y, x] =Но, принадлежит решетке 9“. Так как 
по условию (Ш) решетка Я устойчива относительно эндомор- 
физмов expadx и ехра у, то она устойчива также и относи- 
тельно эндоморфизма Wy (x). 

(iv) = (1). Пусть В — базис системы корней R. Для любого 


az В выберем базис x, решетки 9”. Пусть y, eg" — такой 
элемент, что [Yo Xg] = На. Из формул (5) $ 1, n°5, мы полу- 
чаем, что Ya = Wy (Ха). Ха; следовательно, по условию (iv) y, —6aà- 
suc решетки Я“. Пусть Y — порядок в алгебре Ли 4, опре- 
деленный решеткой 4 и элементами X, и Ya (n°6, следствие 1 
предложения 3). Тогда решетка 9’ устойчива относительно 
эндоморфизмов (ad x,)"/n!, (ad y,)"/n! (там же) и, следовательно, 
относительно Wy (ха). 


— такая система Шевалле расщеплен- 
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Пусть теперь BER. Существуют такие корни Gy, M, ..., @,, что 

В = Sq,Sq,_, +++ Sa, (%) 
(гл. VI, $ 1, n°5, предложение 15). Тогда no условию (iv) эндо- 
морфизм Wa, (Xa,) + Wa,_, (Хх)... Wa, (Ха) отображает ре- 
шетку gm Ha or 5 и по предыдущему nn 


Ing“ на SN. Так как Я 9” =F” (предложение 3 (ii)), т 
9 Па’ =98. Следовательно, 


= > (¥19)=#O > ®%=9 
BER BER 


а это ввиду следствия 4 предложения 3 завершает доказа- 
тельство. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Если выполняются эквивалентные условия 
(i) — (iv) теоремы 2, то порядок 9 называется порядком Шевалле 
расщепленной алгебры Ли (9, 5) 


Замечание. Порядки Шевалле в алгебре Ли (4, b) всегда 


существуют. Действительно, порядком Шевалле является мно- 
жество GQ > ZXq, где (Хо), -р- система Шевалле алгебры 
ER 


Ли (g, 5), a № — такая решетка в подалгебре Картана D, что 
О (ВУ) < в = Р(КЮУ\У)Ф.с 
(где с — центр алгебры Ли 9). 


ТЕОРЕМА 3. Сохраним обозначения начала n°7, и предполо- 
жим, что Я — порядок Шевалле расщепленной алгебры Ли (9, 5). 


(i) 24 — бипорядок в алгебре U (9). 
(ii) Пусть В — базис системы корней К и (Ха). ву (в) — TH 


кое семейство элементов алгебры Ли 9, что GY =ZX, при ав 
h 
= BU(—B). Тогда Z-anze6pa U порождается элементами („) 


и Х (реж, aoe В (— В), nEN). Если алгебра Ли g полу- 


проста u # = © (КУ), ro Z-aneeöpa U порождается элементами Ха He 
(a BU(—B), nEN). 
(iii) Пусть В — базис системы корней К, К. — соответствую- 


Wee множество положительных корней, Ю- =— К., И. = р AE 


n= » 4“. Тогда 


aeR_ 


44 = (Ш ПИ (n_)). (96 ПИ (5). (@E NU (M). 
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Пусть (h;) 


X, — базисный вектор решетки 9. Снабдим множество [UR 
совершенным порядком (мы предположим, что [ПВ = @). Для 


rer - базис решетки 6. Для каждого a <= К пусть 


hy, 
„EeElUR uneN положим = ("*), ecaunreETl, ие” =x, 


если NER. Тогда произведения вида || es", где (п) про- 
ЛЕК 


бегает № ук, образуют базис Z-modyan . Произведения 


h 
II (^^ ). где (n,) пробегает №, образуют базис Z-modyaa 
hel A 


U NU (5). Произведения |] x), где (n,) пробегает N°+, 06 pa- 
KER 


зуют базис Z-modyaa À ПИ (n.). 


Пусть В и (Ха) вв) Такие же, как в утверждении (ii), 
причем [X-,, Х.| =Но. Обозначим через 9 2-подалгебру 


алгебры И (4), порожденную элементами („) axe’ Gem, 


a= В |) (— В), nEN). При доказательстве импликации (i) = (ii) 
в теореме 2 мы видели, что решетка WU’ совпадает с 2 u 
является бипорядком в алгебре U(g). Это доказывает утвер- 
ждение (i) и первую часть утверждения (ii); вторая следует 
из леммы 4(1). Утверждение (iii) следует из теоремы | (n° 3) 
и предложения 3 (n° 6). 


8. onycrumoie') решетки 


Обобщая терминологию, принятую в теории векторных про- 
странств, мы будем говорить, что эндоморфизм и модуля М 
приводится к диагональному виду, если существует такой базис 
модуля М, что матрица эндоморфизма и в этом базисе диаго- 
нальная. 


Лемма 6. Пусть М — свободный Е-модуль конечного типа, 
и — эндоморфизм модуля M, а v — эндоморфизм и®! модуля 
М @zQ. Предположим, что для всех NEN имеет место вклю- 


U 
чение % )an < М. Тогда эндоморфизм и приводится к диаго- 


нальному виду. 


a) Для любого многочлена PE Q[T], для которого Р (71) ZZ, 
выполнено включение P(v)MCM (n° 4, следствие предложе- 
ния 2); следовательно, det Р (v) = Z. 


1) В оригинале admissibles, см. примечание к стр. 225. — Прим. перев. 


8 $ 12. ПОРЯДКИ ШЕВАЛЛЕ 233 


6) Обозначим через yx, (1) =@ + ad! +... характеристи- 
ческий многочлен эндоморфизма 9. Пусть REZ, nEN. При- 


T—k 
меняя рассуждение a) к многочлену ( В ‚ мы видим, что 


ЧИСЛО 


ie", )- | det (0 — kdtw— k— 1 
MT = м me et (я — ) et(v — nai or 
... det(vu—kR—nt+ 1) = 


— 1)” 
= to (BD to (RT D 2 tok +a 1) 


целое. Пусть R—1 < — a;/d. Тогда мы получаем, что 


Xo (Е +a— == (+ (Е — 1)d)nt + ... 


| 
| a= |. 


_ [Xo (Rtn —1) 
а 


Следовательно, если a, ==0 при всех nEN, то, начиная с до- 
статочно больших п, последовательность |а„| строго убывает, 
что невозможно. Отсюда следует, что эндоморфизм v имеёт 
собственное значение, равное целому числу À. Положим М’ = 
— Кег (и —^.1) и М”= М/М”. Тогда М” совпадает с пересе- 
чением модуля М и некоторого векторного подпространства 
пространства М ®,0; следовательно, Й-модуль М” — модуль 
без кручения конечного типа, т. е. М” — свободный модуль 
ранга < 4. Будем доказывать наше утверждение индукцией 
по d и применим предложение индукции к эндоморфизму MO- 
дуля М”, полученному по эндоморфизму и. Мы приходим к за- 
ключению, что все собственные числа эндоморфизма и в неко- 
тором алгебраически замкнутом расширении поля Q целые. 

в) Покажем, что эндоморфизм о приводится к диагональ- 
ному виду. Пусть À — собственное значение эндоморфизма о, 
и пусть XE M ®zQ — такой элемент, что (о —A) x =0. Тогда 
о (vx — Ax) =A (ох — Ax); следовательно, 


—(u-A—n+1)(v-A—n +2)... Wr I (U— A) x= 


n—-l 
= I (их — Ax). 


Ввиду a) отсюда следует, что vx —AxenM при всех nEN, 
поэтому (9 — А) х=0. 
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г) Пусть À — собственное значение эндоморфизма V, и пусть 
(A — а Л + bj — отрезок в множестве Z, содержащий все соб- 
ственные значения эндоморфизма 9. Рассмотрим многочлен 


P(T)=(—1) i al ec PE K 
х (T=AHD(T—RH... (Tota) 


a! 


Тогда P(Z)CZ, P(A)=1, P(u)=0 при peEZN(A—a,aA+bd) 
и и =-^. Вследствие а) P(v)(M)CM. Ввиду в) эндоморфизм 
Р (5) проектирует пространство М @zQ на собственное подпро- 
странство, соответствующее собственному значению À. Ч. Т. Д. 


Замечание. 1) Если мы предположим только, что эндомор- 
физм о приводится к диагональному виду с целыми собствен- 
ными значениями, то эндоморфизм и не обязательно будет 
приводиться к диагональному виду (рассмотрим, например, 
М = 72, полагая u(x, и) = (у, x) при всех (x, y) Е М). 


Пусть 9, 6, А, H, 9", 9, U такие же, как в n° 7, и пред- 
положим, что Я — порядок Шевалле в расщепленной алгебре 


Ли (gb). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть Е есть 9-модуль. Скажем, что pe- 
шетка & в модуле Е допустима (относительно решетки 9), если 
выполняются следующие эквивалентные условия: 

(i) алгебра U отображает решетку © в себя; 

(ii) для любых асе ВЮ, хе 94, neN, he решетка € ycroii- 


h 
чива относительно эндоморфизмов () a XV, 


Замечания. 2) Пусть о — присоединенное представление 
алгебры Ли 4 в пространстве 0 (4) и а, x, п, h, такие же, как 
в приведенном выше условии (ii). По лемме 2 р(х“”) ZE 94. 
С другой стороны, если ре М, то 


(DC) 


h 
(n° 5, формула (13)), поэтому ((„))- = 94 Это доказы- 


вает, что WU — допустимая решетка в алгебре И (4) и, следо- 
вательно, Я — допустимая относительно присоединенного пред- 
ставления решетка в алгебре Ли (9. 

3) Пусть Е — конечномерный 4-модуль, & — допустимая ре- 
шетка в модуле Е и с — центр алгебры Ли 9. По лемме 6 
каждый элемент центра с определяет в модуле Е эндоморфизм, 
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который приводится к диагональному виду. Следовательно, 
модуль Е полупрост (гл. I, $ 6, n° 5, теорема 4). Таким обра- 
зом, Е — прямая сумма простых 94-модулей, на которых с дей- 
ствует как гомотетия. По лемме 6 &=B(ÖNE) и для 
любого веса А модуля Е 


(HK) CZ. 


4) Если алгебра Ли q полупроста и если #=Q(RY), To no 
теореме 3 (ii) условия (i) и (ii) определения 3 эквивалентны 
условию 

(iii) для любых а К, хе", neN решетка @ устойчива 
относительно эндоморфизмов x), 

5) Пусть В — базис системы корней К; в приведенных выше 
условиях (ii) и (iii) можно заменить условие „ае= Ю“ на „ae 
= В |) (— В)“ (ram же). 


ТЕОРЕМА 4. Пусть Е — конечномерный 4-модуль. Toeda следую- 
щие условия эквивалентны: 

(1) в модуле Е существует допустимая решетка; 

(ii) каждый элемент решетки F определяет в модуле Е эндо- 
морфизм с целыми собственными значениями, который можно 
привести к диагональному виду. 


(1) = (1). Это следует из замечания 3. 

(ii) = (i). Предположим, что условие (ii) выполнено, и дока- 
жем, что выполнено условие (i). По теореме 4 из гл. I, $ 6, 
n° 5, можно предположить, что элементы из центра с опреде- 
ляют гомотетии модуля E и что Е — простой 94-модуль. Пусть 
В — базис системы корней R и g=—n_@Mb On, — соответствую- 
щее разложение алгебры Ли 4. Пусть À — старший вес Dg-mo- 
дуля Eu ee Е^ — {0}. Положим & = V.e. Ясно, что UE CS, 
Так как модуль Е прост, то U(g).e=E и решетка © поро- 
ждает модуль E как векторное пространство над Q. При h = 


h А, (h) 
и nE&N имеет место равенство (| u ge )e=ze. Следо- 


вательно, 
(2 1 U 5)) .е= Ze. 


Tak kak U(n,).e=0, то & —(% QU (n_)).e ввиду предложения 3. 
Тогда из теоремы 3 (iii) следует, что & есть #-модуль конеч- 
ного типа. 


СледствиЕ. Если алгебра Ли 9 полупроста и если 4 =Q(RY), 
то у любого конечномерного 3-модуля есть допустимая решетка. 
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$ 13. Расщепляемые простые алгебры Ли 
классического типа 


В этом параграфе для каждого типа классических расщепляе- 
мых простых алгебр Ли будут явно описаны: 

(Г) алгебра этого типа, ее размерность и ее расщепляющие 
подалгебры Картана; 

(II) ее дуальная система корней; 

(ПТ) ее подалгебры Бореля и параболические подалгебры; 

(IV) ее простые фундаментальные представления; 

(У) те простые фундаментальные представления, которые 
являются ортогональными или симплектическими; 

(УГ) алгебра инвариантных полиномиальных функций; 

(VII) некоторые свойства групп Аш 4, Autyg и Aut, д; 

(VIII) ограничение формы Киллинга на подалгебру Картана; 

(IX) порядки Шевалле. | 


1. Алгебра Ли типа A; (>21) 


(Г) Пусть У — векторное пространство размерности /-+ 1 над 
полем k, 9 — алгебра Ли 8l(V) эндоморфизмов пространства V 
со следом нуль и (ei), ‚<. — базис пространства У. Отобра- 


жение, которое каждому элементу алгебры Ли (| ставит в соот- 
ветствие его матрицу в этом базисе, позволяет отождествить ал- 
гебру Ли g с алгеброй Ли 8l(/+ 1, К) матриц со следом нуль. 
Известно, что g полупроста (гл. I, $ 6, n° 7, предложение 8). 

Напомним (Alg., chap. II, $ 10, n° 3), что через Ej; мы 060- 


значаем такую матрицу (Gp); что a; =1 и аи, = 0 при (m, p)Æ 
+ (i, jf). Матрицы 


É;; (<i, j</+1, i¥)), 
Е: — Вазы (Isis) 


образуют базис алгебры Ли 9. Таким образом, 
dim а =1(1- 2). 

Пусть i= множество диагональных элементов алгебры Ли 
ql((+1,k); семейство (Ви) peta является базисом векторного 
пространства b. Пусть (21) <= — базис пространства Гы 
дуальный к базису (Ej), <; <1: Для любого he) 

[h, Е ‚| = (é; (A) — &, (A)) Е; (1) 


вследствие формул (5) из гл. I, $ 1, n° 2. Пусть § — множество 
элементов пространства D со следом нуль, и пусть 5; =, 15. 
Тогда 5 — подалгебра Картана алгебры Ли 9 (гл. УП, § 2; 
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|, упражнение 4). Соотношение (1) доказывает, что это рас- 
шепляющая подалгебра Картана и что корнями расщепленной 


. . Em 
алгебры Ли (4,5) служат элементы €; —e; (iA J). Пусть bo — 
множество элементов пространства D”, сумма координат которых 


в базисе (&;) равна нулю. Отображение À + À | пространства Ho 
в 9" биективно. Таким образом, система корней расщепленной 
алгебры Ли (9, 5) — система типа A, (гл. VI, $ 4, n° 7). Следо- 
вательно, алгебра Ли 4 проста ($ 3, n° 2, следствие | предло- 
жения 6). Таким образом, 9 — простая расщепляемая алгебра 
Ли типа A,. 

Любую расщепляющую подалгебру Картана 9’ алгебры Ли g 
можно получить из подалгебры D с помощью элементарного 
автоморфизма ($ 3, n° 3, следствие предложения 10). Так как 
Aut, 9 совпадает с множеством автоморфизмов х—> sxs-! 
алгебры Ли 4 для 5 = SL(V) (гл. УП, $ 3, n° 1, замечание 2; 
см. также (VII)), то существует такой базис В пространства V, 
что )’/‚совпадает с множеством ), тех элементов алгебры Ли 9, 


матрицы которых в базисе В диагональны. Так как множество De 


содержит эндоморфизм, собственные значения которого попарно 
различны, то единственные векторные подпространства прост- 
ранства И, устойчивые относительно элементов by, — это те, ко- 
торые порождены каким-либо подмножеством "множества В. 
Отсюда следует, что отображение Br—> }, определяет при факто- 


ризации изоморфизм множества разложений пространства И 
в прямую сумму [--1 подпространств размерности | на мно- 
жество расщепляющих подалгебр Картана алгебры Ли g. 


(II) Пусть а=а— в, (5=]) — некоторый корень. Тогда 
4“ =АЕ;;. Так как 


[E;;, Ej] =E;; ji E;; 
и a(E;; — E;;)=2, то ($ 2, n° 2, теорема | (ii)) 


Не = Ej; = Bir 
(III) Положим @ =, — &, G)=&— Es, ..., Oy = 8; — Er, 
Вследствие n° 7(I) гл. VI, $4, мы видим, что (a, ..., a) — 


базис В системы корней К; положительными корнями относи- 
тельно базиса В являются корни €; — =, при i < J; соответствую- 
щая подалгебра Бореля В совпадает с множеством верхних 
треугольных матриц со следом нуль. 

Флагом в пространстве У называется множество векторных 
подпространств пространства У, отличных от {0} и У, которое 
совершенно упорядочено по включению. Упорядочим по вклю- 
чению множество флагов пространства У. Максимальными 
флагами будут множества {W,,..., W,}, где М; — векторное 
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подпространство размерности {и 
А а. ЕШЬ 


Например, если У; — подпространство в У, порожденное эле- 
ментами е!,..., е;, то {Vj,..., Vi} — максимальный флаг. 

Немедленно получаем, что b— множество элементов ал- 
гебры Ли 4, сохраняющих элементы максимального флага 
{V;,..., Vj}. Обратно, поскольку алгебра Ли 6 содержит b 
и матрицы E,; при i<j, то мы видим, что единственными He- 


тривиальными подпространствами, устойчивыми относительно В, 
будут векторные пространства Vj. 

Пусть 6 — максимальный флаг в пространстве У. Из пре- 
дыдущего следует, что множество by элементов алгебры Ли g, 
относительно которых устойчивы все элементы флага 6, — под- 
алгебра Бореля алгебры Ли 9. Поскольку все подалгебры 
Бореля алгебры Ли 4 получаются с помощью элементарных 
автоморфизмов из Подалгебры b, то мы видим, что отображе- 
ние 6+ >b, будет биективным отображением множества макси- 
мальных флагов на множество подалгебр Бореля алгебры ЛИи 49. 

Пусть В — базис пространства У. Ввиду (I) и вследствие 
предыдущего подалгебрами Бореля, содержащими ),, являются 
те подалгебры, которые отвечают максимальным флагам, 
каждый элемент которых порожден подмножеством множества В. 
Эти флаги находятся во взаимно однозначном соответствии 
со всеми совершенными порядками на множестве В. Это соответ- 
ствие устанавливается следующим образом: каждому полному 
упорядочению ® на множестве В поставим в соответствие флаг 
{W,,..., Ид, где М; — векторное подпространство, порожден- 
ное первыми { элементами множества В относительно порядка @, 
Так как имеется (/-+ 1)! совершенных порядков множества В, 
то мы получаем также, что существует (1 + 1)! подалгебр Бореля 
расщепленной алгебры Ли (8l(V), Da) ($ 3, n° 3, замечание). 

Пусть y— флаг в пространстве У. Tak как y содержится 
в максимальном флаге, то множество р. элементов алгебры ЛИи ц, 
относительно которых устойчивы элементы флага у, — парабо- 
лическая подалгебра алгебры Ли 49. Покажем, что единствен- 
ными нетривиальными векторными подпространствами, устой- 
чивыми относительно },, будут элементы флага у. Для этого 
предположим, что y= {Vi nu У, }, В IS << О CR 


Положим i ==0, 1... =1-1. Непустые отрезки 
(i) + L. i), (i, Tr hy in), ...; (i, + ky +1) 


задают разбиение множества {1,..., [- 1}, что позволяет 
записать каждую квадратную матрицу порядка [- 1 в виде 
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блоков (X ab) € a, pyar Алгебра р, совпадает, таким образом, 
с множеством P, ae элементов (Xap), <а, b<q41 алгебры Ли 


8[(/+ 1, К), таких, что ра ‚ =0 при a> bd. Так как f, ‚hs, 
peal, 


TO нетривиальным векторным подпространством, устойчивым 
относительно эндоморфизмов из }, является одно из 
1? 


; 3 
ie 


пространств V,; если i, <i<i,,,, то алгебра р: , содержит 


a 
элемент E;,, , ; и подпространство У; He are под дей- 
ствием этой алгебры, откуда следует наше утверждение. 

Таким образом, iy флагов, содержащихся в максимальном 
флаге {V,,..., Уп, дают нам 2 попарно различных параболи- 
ческих подалгебр, cone aae подалгебру Ъ. Так как суще- 
ствует в точности 2' параболических подалгебр, содержащих В 
($ 3, n° 4, замечание), то отсюда следует, что у--> р, — биек- 
тивное отображение множества флагов пространства У на мно- 
жество параболических подалгебр алгебры д. Более того, 
p, > Py, тогда и только тогда, когда VE TV. 

Рассмотрим  параболическую подалгебру p= P, ie 


(1<1<... <ig<l). Пусть 8 (соотв. N) — множество таких 
элементов I, b<q41 алгебры Ли s{(/+1, k), что X, > 
при a+b (соотв. a>b). Ввиду предложения 13 из $ 3, n° 4, 
мы получаем, что P—8@n и подалгебра 8 редуктивна в про- 
странстве 9, а N является сразу и наибольшим нильпотентным 
идеалом, и нильпотентным радикалом алгебры Ли 4. 


(IV) Пусть &,—=e + ... te, при r=I, 2,..., 1. Тогда 
ö (На,) = dir, а следовательно, @,— фундаментальный вес, 


соответствующий корню @,. 

Пусть о — тождественное представление алгебры ЛИи д в про- 
странстве У. Внешняя степень A’o представления O действует 
в пространстве Е = А”У. Пусть (е,..., €;41) — фиксирован- 
ный базис в пространстве У. Элементы ei, A «+. Ле#,, где 


<... <i,, образуют базис в пространстве Е. Если hE}, то 
(Ас) (A). ei, A . Ле, = [вв + г» +e: )(h)ei A és A ei. 


Следовательно, каждый вес имеет кратность |, &, — вес пред- 
ставления A’, и любой другой вес имеет вид G,—H, где р — по- 
ложительный радикальный вес. Таким образом, @, — старший 
вес представления A’o He Л... Ле, — примитивный элемент, 
отвечающий данному старшему весу. Вследствие n°7 (IX) 
гл. УГ, $ 4, группа Вейля в рассматриваемом случае отождест- 
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вляется с симметрической группой элементов 


{e1, vows 1+1}. 


Следовательно, орбита веса Ö, относительно группы Вейля со- 
стоит из всех весов в + ... + €, где и <... <i,. Таким 
образом, весами простого модуля, порожденного примитивным 
элементом е Л... Ле,, будут веса вида €; + ... + &; , и, сле- 
довательно, сам модуль совпадает с Е. Поэтому A’o — непри- 


водимое представление со старшим весом Ö,. 
Таким образом, представления A’o (1<r<1) фундамен- 


[+ 1 
тальные. При этом dim A’o = : 
(У) Имеют место равенства wo (а) = — GQ, Wy (95) = — ay-},... 
(гл. VI, $ 4, n°7 (XI)); следовательно, 
— Wo (691) = @;, — Wo (65) = G-1, .... 
Пусть 
© —= 1,0; + TT + 1/0, (n,, ..., M EN) 


— некоторый доминантный Bec. Тогда для того, чтобы непри- 
водимое представление со старшим весом ® было ортогональ- 
ным или симплектическим, необходимо и достаточно, чтобы 


= fly, Mo Mis «+. 


($ 7, n°5, предложение 12). В частности, если [ четно, TO ни 
одно фундаментальное представление алгебры Ли 81 (1-1, К) 
не является ни ортогональным, ни симплектическим. Если 
| нечетно, то представление A‘o при i 52 (1- 1)/2 не является 
ни ортогональным, ни симплектическим. Вследствие n° 7 (VI) 
гл. VI, $ 4, сумма координат веса & относительно системы 


ИНО 
простых корней (a), ..., : равна 
1 [+] = 
ТЕ ee (142+... 7 >)+ Fr 
= peel ee + 
так что представление Д“* о является ортогональным при 
[= —1 (11044) и симплектическим при [==1 (mod 4) ($ 7, n° 5, 


предложение 12). Этот последний результат можно уточнить 
следующим образом. Выберем ненулевой элемент е в простран- 


1+1 7 
стве Л "У. Умножение во внешней алгебре модуля У onpe- 
деляет. билинейное отображение пространства 


fan V X At V 
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Ha пространство AV, которое записывается в виде 
(и, 9) => Du, ve, где Ф — билинейная форма на простран- 
стве A'*""V. Непосредственно проверяется, что Ф— не- 
нулевая 4-инвариантная (а следовательно, невырожденная, сим- 
метрическая, если (1- 1)/2 четно, и знакопеременная, если 
(J+ 1)/2 нечетно, форма). 


(VI) При всех x € 9 характеристический многочлен эндомор- 
физма о (х) =х записывается в виде 


Pit! + fo) TL + fa (x) To? + ... Вы, 


где fo, ..., /y4; СУТЬ Q-HHBapHaHTHble полиномиальные функции 
($ 8, n° 3, лемма 2). 

Если x=€§ Ey, + ... +£&141Es41.241= 0, то с точностью до 
знака функции f;(x) совпадают с элементарными симметриче- 
скими функциями от £&), ..., &: степеней 2, ..., | + 1 соответ- 
ственно. Ввиду n°7 (IX) гл. VI, $ 4, функции f;|5 порождают 
алгебру, состоящую из элементов в 3 (5*), инвариантных относи- 
тельно группы Вейля, и они алгебраически независимы. Таким 
образом ($ 8, n°3, предложение 3), функции fo, р, ..., На 
порождают алгебру инвариантных полиномиальных функций 
на 4 и являются алгебраически независимыми. 


(УП) Пусть $,(5)= (5) при любом ве СЕ (1-1, k) — 
автоморфизм x+> gxg-! алгебры Ли g. Тогда ф — гомоморфизм 
группы GL(/+1, k) в группу Ач (49). Имеет место равенство 


ф ($ (i + 1, k)) = Aut, (9) 


(УП, $ 3, n° 1, замечание 2). Пусть Ё — алгебраическое замы- 
кание поля Rk. Тогда | 


GL(i+1, k)=k*.SL(i+1, В); 


следовательно, Ф; (GL (/+1, k)) =; (SL(/+1, #))=Аиё (9 ®, k). 
Отсюда следует, что p(GL(/+ 1, k)) = Ачь (9). С другой сто- 
роны, Ань (4) = ф(СЕ (1-1, k)) ввиду предложения 2 из $ 7, 
n° |, примененного к тождественному представлению алгебры 
Ли 9. Значит, 


Aut) (3) = 9 (СЁ (1-1, k)). 


Ядром гомоморфизма ф является множество элементов 
группы СЕ (1-1, К), перестановочных CO всеми матрицами 
порядка {+ 1, т. е. множество А” обратимых скалярных матриц. 
Следовательно, группа Aut, (4) отождествляется с группой 
GL(! + 1, k)/k* = PGL(!+1,k). Ядро гомоморфизма q’ = 
=qg|SL(/+ 1, 2) равно и; +1 (К), где a+, (k) — множество корней 
(+ 1)-й степени из единицы в поле k. Следовательно, группа 
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Аш, (4) отождествляется с группой $6 (1-1, Е)/ши +1 (Е) = 
= PSL(/+ 1, k). С другой стороны, имеется точная последова- 
тельность 


151. (1-1, k)>GL(i+1, 2) ki, 


и образ k* при гомоморфизме det совпадает с R™t!, Отсюда 
вытекают канонические изоморфизмы 


Aut, (q)/Aut, (3) > PGL(/+ 1, R)/PSL(I+1, k) — 
— GL(+I, k)/k".SL(l+1, k)—> К". 


Если R=R, мы видим, что Aut, (9) = Aut, (4) при нечетном /-+ 1 
и что группа Aut,(g)/Aut.(g) изоморфна 2/21 при четном /-+ 1. 

В обозначениях $ 5 (To) есть множество автоморфизмов 
алгебры Ли 4, индуцирующих на подалгебре № тождественное 
отображение, и, следовательно, это множество равно @(D), где 
D — множество диагональных матриц группы @Ё (1-1, R) 
($ 5, предложение 4). Пусть D’ — множество диагональных 
элементов в группе SL(/-+ 1, ^). Из предложения 3 $ 5 u из 
определения группы Аи+, (4) следует, что | (g(Tp)) = @(D’). По- 
кажем, что [(9(Ть)) =@(D’). Пусть 


hy 0 
oe 3 
0 (TES 


— элемент из 0’. Существует такой элемент & = Hom (Q(R), k*) = 
= То, что 6 (в: —г) = АА: при любых i m j. Легко проверить, 
что f(£)—œ(d). Ввиду n°7 (VIII) гл. VI, $ 4, группа P(R) 
порождена множеством Q(R) и элементом E ==а!, образ KOTO- 
рого в факторгруппе P(R)/Q(R) имеет порядок /+ 1. Ho 


(+ 1) г) = ((e; — 82) + (8 — 83) + ... + (8 — 8741) = 
= МА Ag)... Arp =A 


следовательно, гомоморфизм & продолжается до гомоморфизма 
группы P(R) в К". Это доказывает, что бе g(Tp), откуда 
Ф (4) = {(а(Ть). 

Напомним ($ 5, n°3, следствие 2 предложения 5), что 
Aut (4) = Аик (4) при [=1 и что группа Aut(g)/Auty(g) изо- 
морфна 2/2 при [>2. Отображение 0: х-> —'"х является 
автоморфизмом алгебры Ли 81(1- 1, К), и = 0 |6 6Е\, если 
[>2 (гл. УГ, $ 4, п°7. XI); следовательно, класс элемента Ay 
в факторгруппе Aut (4)/Аик (4) — нетривиальный элемент этой 
факторгруппы ($ 5, n° 2, предложение 4), 
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(VIII) Ограничение формы Киллинга на подалгебру Кар- 
тана D имеет вид 


Ф(&Е rer Gey a, I+) BE Lo ЕН, 141) Si 


= 2, (3) -5)=2(: 8) -8)= 


Fi р] 
= Leg + и D LE — 2( 28) (25) = 
=2( +1) L&E. 

(IX) При 1<i<j<1+ 1 положим 

Xe,-e, — E;;, Xe, 


Тогда для любого ae А выполняются равенства [Ха, X-,] = —H, 
и 0(Х.)=Х_. (где 0— автоморфизм x+>—‘x, введенный 
в (VII)). Следовательно, (Ха) — система Шевалле расщеплен- 
ной алгебры Ли (9, 5). 

Положим К = @. Дозволенными решетками в подалгебре 
Картана 5 ($ 12, n°6, определение |) являются те, которые 
содержатся между Й-модулем Q(RV), порожденным элементами 
E,; — E;ıı,i+1» T. е. образованным диагональными матрицами 
из 8[(1- 1, 7), и Z-monynem Р (ЮУ), порожденным множеством 
О (ВУ) un En — (+1 DE, (ra. VI, $4, n°7, VIII), т. е. обра- 
зованным диагональными матрицами со следом нуль вида 
х-+ (1+1) 'а.1, где коэффициенты матрицы x — целые числа 
и где a&Z. Отсюда следует, что алгебра 8l(/-+ 1, 2) является 
порядком Шевалле расщепленной алгебры Ли (6, 5), ассоции- 
рованным с дозволенной решеткой Q(RV) и с системой Ше- 


[+1 
валле (X,). Легко проверить, что AZ‘ — допустимая решетка 


в пространстве A’‘Q’*! относительно 81(1-1, Z) ($ 12, n°8, 
определение 3). 

С другой стороны, Q@{({ +1, 2) — порядок Шевалле в pac- 
щепленной редуктивной алгебре Ли 91-1, 9); его проекция 
на 8((/+ 1, 9) параллельно центру Q.1 алгебры Ли gf (1- 1, Q) 
есть порядок Шевалле расщепленной алгебры Ли (6, 9), onpe- 
деленный дозволенной решеткой P(RY) в пространстве } и си- 
стемой Шевалле (Х.). Заметим, что алгебра Ли gl(J+ 1, 2) 
не совпадает с прямой суммой своих пересечений с 81(1- 1, Q) 
и с центром алгебры 41(1-1, Q). _ 


2; — — Ел. 


aeR 


2. Алгебры Ли типа В; (l>1) 


(I) Пусть У — конечномерное векторное пространство, а 
W — невырожденная симметрическая билинейная форма на И. 
Множество эндоморфизмов x пространства У, таких, что 
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WY (хо, v’) + Wu, xv’)—0 при любых v, v GV, — подалгебра 
алгебры Ли 8((У). Эта подалгебра полупроста, если dim У => 2 
(гл. I, § 6, n° 7, предложение 9). Обозначим ее через о (Y) и na- 
зовем ортогональной алгеброй Ли, ассоциированной с формой Y. 

Предположим, что У — пространство нечетной размерности 
+1 >3, а Ч — форма с максимальным индексом [. Обозна- 
чим через Q квадратичную форму, с которой ассоциирована 
билинейная форма W. При хе\ мы получаем, что Q(x) = 


= (а, x). Согласно Алг., гл. IX, $ 4, n° 2, мы можем пред- 


ставить пространство V в виде прямой суммы двух максималь- 
ных вполне изотропных подпространств F и F’ u неизотропного 
одномерного подпространства G, ортогонального к F-+ F’, 
С точностью до умножения формы W на ненулевую константу 
можно предположить существование такого элемента ее С, 
что We, е) = —2. Далее, Ч устанавливает двойственность 
между пространствами F и F’; пусть ke) aa, базис про- 
странства F и (2-;), ‚<, — дуальный к нему базис простран- 
ства F’. Тогда 


(Gis soon By № в... Bd) 


— базис пространства У и 
i=! 
— — ¥2 
Et 
L= 


поэтому матрицей билинейной формы Ч в этом базисе будет 
квадратная матрица порядка 2/-+ 1 


0.01 

0 0$ 0..1 0 
10 —2 ОФ gl = + & оно. 
а 01...00 
0,08 


где $ — квадратная матрица порядка /, все коэффициенты KOTO- 
рой равны нулю, кроме тех, что расположены на побочной 
диагонали ') и равны 1. Базис пространства И, который обла- 
дает этими свойствами, будет называться его базисом Витта. 
Таким образом, алгебра Ли g=o(W) отождествляется с ал- 
геброй Ли os (21 + 1, k) квадратных матриц а порядка 21 + 1, для 
которых а=— $ ''а$ (Ane., гл. IX, $ 1, n° 10, формулы (50)). 


') Побочной диагональю квадратной матрицы (а называется 


i <i, I<n 
множество элементов а; ,, где itj=n+|l. 
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Легко вычислить, что § — множество матриц вида 


А 2s’x В 
y O x} (2) 
С. Qs'y D 


re X H ÿ — матрицы, состоящие из | строки и [ столбцов, a 
А, В, С, D — такие квадратные матрицы порядка J, что B= 
— —$В5, С=—5С5 и D=-—s’As. Так как отображение 
At s'As пространства М, (Ё) в себя — это отражение относи- 
тельно побочной диагонали, то 


Il —]) 
2 


Чт 4 = 21- Р-+2 —=1 (21-1). 


Пусть ) — множество диагональных элементов алгебры Ли (9. 
Это коммутативная подалгебра алгебры Ли 4, базис которой 
состоит из элементов 


H; = E;,; — E-;,-; ISIS!) 


Пусть (e;) — базис пространства. b*, дуальный к базису (H,). 
Положим 


Xe, = 2Е о + Eo, —: ISIS), | 
X, =— Е ,0— В: (1<i<D, 
Ха, -в, = Ei, ; — E-j, -i (Ir < j=), | (3) 
Xe -e, =—E,itE-i-; (<i<j<D, 
Xete, = EE 9 (1&i<i<D, 
X-e,-e, =—-E-,ı+E-,; (1531<154. | 


Легко проверить, что эти элементы образуют базис подпро- 
странства, дополнительного к D в пространстве 4, и что если 
heb, то 

[h, Ха] = < (4) Ха (4) 


для любого а = К, где А состоит из te; и + а; + а, (1<1< ] <. 
Отсюда вытекает, что подалгебра D совпадает со своим нор- 
мализатором в алгебре Ли 4 (а следовательно, она — подал- 
-reOpa Картана в 9) и является расщепляющей подалгеброй, 
а корни расщепленной алгебры Ли (a, b) — элементы из R. Си- 
стема Sevan К расщепленной алгебры Ли (4, 5) имеет Tan B; 
при 1>2 u тип А, (иначе говоря, тип Bi) при l= 1 (n°5 (1) гл. VI, 
$ 4, распространенный на случай [=1). Следовательно, в— 
полупростая расщепляемая алгебра Ли типа Ву. 
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Каждая расщепляющая подалгебра Картана алгебры Ли о (4) 
получается из D с помощью элементарного автоморфизма ал- 
гебры Ли 0 (W), т. е. с помощью элемента группы О ($) (см. (УП)). 
Следовательно, расщепляющей подалгеброй Картана будет мно- 
жество тех элементов D, алгебры Ли g, матрицы которых в не- 


котором базисе Витта В пространства У диагональны. Сразу же 
проверяется, что единственными векторными подпространствами, 
инвариантными относительно by, являются те, которые поро- 


ждены некоторым подмножеством базиса В. 

Если [=1, то у алгебр о (4) и 81(2, Е) одинаковые системы 
корней и, следовательно, они изоморфны (см. также $ 1, упраж- 
нение 16). С этого момента мы будем предполагать, что l>2. 

(II) С помощью n° 5 (V) из гл. VI, $ 4, определим систему 
корней КУ. Мы получаем, что 


He, = 2H;, He,-e, m H; a Fig, He te, =H; + Hj. 


(III) Положим a, =#—&5, ..., @/-1 =81-, — &, 9, =e,. Ввиду 
n°5 (I) гл. VI, § 4, (a, ..., ay) — базис В системы корней КЮ; 
положительными относительно базиса В являются корни в; и 
e; - 2, (1 < j). Соответствующая подалгебра Бореля 6 — это мно- 


жество верхних треугольных матриц алгебры Ли 9. 
Непосредственно проверяется, что единственными устойчи- 
выми относительно подалгебры b векторными подпространст- 
вами пространства У, отличными от {0} и И, являются элементы 
максимального флага, соответствующего базису (e;), т. е., с од- 
ной стороны, вполне изотропные подпространства Vy, ..., Vy, 
где У; порождено векторами €, ..., е;, а с другой стороны, OP- 
тогональные к ним подпространства V_,, ..., V_, где орто- 
гональное к У; пространство V_,; порождено векторами е|, ... 
wey @1, Coy @_рь...,@—;—1И не является вполне изотропным. Однако 
если некоторое векторное подпространство устойчиво относи- 
тельно какого-то элемента из алгебры Ли 9, то относительно 
этого элемента устойчиво и ортогональное дополнение к этому 
подпространству. Следовательно, подалгебра Бореля b совпа- 


дает с множеством элементов алгебры Ли 4, относительно ко- 
торых устойчив флаг {V;,..., Vi}. 

Скажем, что флаг изотропен, если каждый его элемент яв- 
ляется вполне изотропным подпространством. Флаг {Vj,... 
..., Vi} — максимальный изотропный флаг. Так как группа Ли 
О (4) действует транзитивно и на подалгебрах Бореля алгебры 
Ли g (cp. (УП)) и на максимальных изотропных флагах (Алег., 
гл. IX, $ 4, n°3, теорема |), то мы видим, что для каждого 
максимального изотропного флага д пространства У множе- 
ство by элементов алгебры Ли 4, относительно которых устой- 
чивы элементы флага 6, является подалгеброй Бореля в g, 
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a д-> В; — биективное отображение множества максимальных 
изотропных флагов на множество подалгебр Бореля алгебры ЛИи 4. 

Пусть 6 — изотропный флаг, и пусть р, — множество эле- 
ментов алгебры Ли 49, относительно которых элементы флага 6 
устойчивы. Если 6 < {V1, ..., Vi}, то Py — параболическая под- 
алгебра алгебры Ли 4, содержащая b, и легко проверить, что 
единственными устойчивыми относительно подалгебры Ps вполне 
изотропными подпространствами = {0} будут элементы флага д. 


Таким образом, мы получаем 2° параболических подалгебр 
в 4, содержащих b. Как и выше, мы видим, что 6+ Ps — биек- 
тивное отображение множества изотропных флагов простран- 
ства У на множество параболических подалгебр алгебры Ли 4. 
Более того, Ps > Ру тогда и только тогда, когда 6C Ô’. 


(IV) Согласно гл. VI, $ 4, n°5 (VI), 
O=e +... te (SIiSI-|), 
р | 
@ = (в + ... +8) 


— фундаментальные веса, соответствующие простым корням 
G1, ..., A Пусть ов — тождественное представление алгебры 
Ли 9 в пространстве У. Внешняя степень А’о действует в про- 
странстве Е = A'V. Если йе, то 


o(h).e;=e,(hle, при —ISISI. 


Отсюда следует, что при Isrs/I ee + ... +e — старший 
вес представления A’o, причем элементы веса &а- ... +68, 
пропорциональны вектору е A... Ле,. Мы покажем сейчас, 
что при 1Sr<l—1 представление A’o — фундаментальное 
представление алгебры Ли 9 со старшим весом @,. Для этого 
достаточно показать, что представление А’о неприводимо при 
0<,г=—<2/- 1. Билинейная форма Ф на пространстве А’УЖ 
X ЛА27+!-У, определенная формулой 


хЛу=Ф(х, уе ... Ле Ле ле... Ле-ь, 
инвариантна относительно алгебры Ли 9 и устанавливает двой- 


ственность между пространствами A’V и A’ "V. Следова- 
тельно, представление A’o дуально представлению А?!+!-”о, 
и достаточно доказать, что представления A’o при О <г=</ 
неприводимы или, хотя бы, что наименьшее подпространство 7, 
пространства A/V, содержащее вектор е Л ... Ле, и устой- 
чивое относительно алгебры Ли 4, совпадает со всем простран- 
ством A’V. Это непосредственно видно при r=0 и r=| 
(см. формулу (2)). При r —2 (следовательно, [2>2) предста- 
вление А?о и присоединенное представление алгебры Ли 9 
(которое неприводимо) имеют одну и ту же размерность 
[(21+ 1) и один и TOT же старший Bec 5 +8& (гл. VI, $ 4, 
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n°5. IV). Отсюда мы ‘делаем вывод, что представление A?o экви- 
валентно присоедиченному представлению и, следовательно, не- 
приводимо. Это доказывает наше утверждение при l=1ul=2. 

Проведем индукцию по /, предполагая, что [г 23. За- 
метим сначала, что если W — неизотропное подпространство 
в У нечетной размерности, ортогональное подпространству W’, 
то ограничение Vy формы Ч на W невырожденно и алгебру 
Ли o(Wy) можно отождествить с подалгеброй в 4, образо- 
ванной элементами, которые действуют на №” нулевым об- 
разом. Если dimW < dim V и если Vy — форма максимального 
индекса, то из предположения индукции следует, что простран- 
ство T,, содержащее ненулевой элемент вида w Aw, где 
“ЕЛ” “У и we A'W (0<#<!), содержит также w Л 
AN “У. Действительно, a.(w’ Ла) =’ Aa.w при всех 
a=0(Ww). Докажем теперь индукцией по ре (0, г}, что про- 
странство 7, содержит элементы 


oe | N \ ei,_, Ne, A er Ле,, 


Apu f=. ti Cala I<... ЕТ. 
р — 0 это следует из неприводимости действия алгебры Ли gl(F) 
в пространстве A F (n°1), так как в алгебре Ли 4 содержатся 
элементы, оставляющие устойчивым подпространство F = У, = 


= у ke; И индуцирующие на нем произвольный эндоморфизм 
i=] 


(см. формулу (2)). Если p=1, то пусть 4 = (1, Д — такое число, 
что 45 —1 и что существует А=(1, г— р), для которого 
g=t. Если p>2, то пусть gell, ЦП — такое число, что 
—Ч9={Л, ...,/,}. С точностью до перестановки элементов €; 
можно предполагать, что g = |. Тогда возьмем в качестве W про- 
странство, ортогональное к пространству №” = ke, + ke-,. Если 
р=1, то see, AA W; так как пространство Г, содержит 
вектор е À ... Ле,, то мы видим, что 7, содержит вектор X. 
Если p>2, то или xee_, Л A’ "У, или хее Ле Л AN’ У. 
Так как по предположению индукции пространство 7, содержит 
Cp Oa /, «cys Лена: ла AGA «os Nes, чо мы видим, 
что Г, содержит вектор X. Это завершает доказательство. 
Другое доказательство неприводимости представления Ns см. 
в упражнении 6. 


Теперь мы определим фундаментальное представление со 
старшим весом ®;. 


Лемма |. Пусть У — конечномерное векторное пространство, 
Q — невырожденная квадратичная форма на У, W — билинейная 
симметрическая форма, ассоциированная с формой 0, C(Q)— 
алгебра Клиффорда пространства У относительно формы Q и 
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fo — композиция канонических отображений 
о (4) > gl (У) >V @V* > V @V —CŸ(Q) 


(первое отображение — каноническое вложение, третье отобра- 
жение определено с помощью канонического изоморфизма про- 
странств У” и V, устанавливаемого формой Ч, а четвертое — 
с помощью умножения в алгебре С (0), см. Ane., гл. IX, § 9, 


n°1). Положим [= - In 
(i) Если (e,), (e,) — такие базисы пространства V, что 
Wie, =, ==0 „ТОР, (a) = 2% (ae,) е’ при всех а= о (ЧФ). 


(ii) Если a, b&o(Y), то >, (ае,) (6е') = — У, (abe,) e,. 


(iii) Если aeo(YW) uveV, то [j(a), v] = av. 

(iv) Если а, b=o0(W), то [f(a), f(6)] =f (la, b]). 

(у) Множество f(o(Y)) порождает ассоциативную алгебру 
CT (Q). 

(vi) Пусть N — некоторый левый С” (О)-модуль u p — соот- 
ветствующий гомоморфизм алгебры С+ (0) в Епа, (М). Тогда 
00 f — представление алгебры Ли о (Ч) в пространстве N. Если 


N — простой ‘dg (0)-модуль, то представление Po] неприводимо. 


Утверждение (i) очевидно. Если а, b=0(W), то (полагая 
V(x, у) =(х, y)) 


>. (ae,) (be})— 3 (ae, в.) (ве, ¢,) ee; = 
= 2, (err 906) (ei, bey) e,eı = 2, (aes, bei) ee; = 
= — Di (ei, abe,)e,e, = — 2 (abe,) ei, 


что доказывает утверждение (ii). Далее, ввиду (i) для каждого 
v=V имеем 


аз (ав) ео — v(ae,)e) = 
=D (ue,) 0 + (ae,) 9 — (ae) ve — о (ве) = 
= 3 (ее), - (a, 3) - 

a (x (e!, v) e) += У (ел ave = 


4 "id 


to| — bo] — 


1 
av + э AU =a, 


Ls 
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что доказывает утверждение (111). Теперь 


[ (а), F(b)] = Г (a), + >> (be,) 4 (ввиду (i)) = 
— 5 у ([Р(а), be,]e, + (be,)[f (a), e/]) = | 


=), ((abe,) ef + (be,) (ае')) (ввиду (iii) = 


r 


— = ED ((abe,) e_— (bae,)e/) (ввиду (ii)) = 


=f([a, b]) (ввиду (i)), 


что доказывает утверждение (iv). При доказательстве yTBep- 
ждения (V) можно, расширив основное поле, предполагать, что 
поле Е алгебраически замкнуто. Выберем такой базис (e,) 
в пространстве У, что We, e,)=6., откуда e—=e. Если 
iI, TO Е, — Внео (т) И 


1 
i (E;; —— E;;) 7 (ee; — e;e;) — езет, 


но элементы е;е; порождают алгебру Co 
Утверждение (vi) следует из утверждений (iv) и (v). Ч. Т. Д. 


Воспользуемся теперь обозначениями из начала этого пункта. 
Положим V=F-+F’, и пусть О (соотв. Ч) — ограничение 


формы Q (соотв. Ч) на пространство У. Тогда Q — невыро- 
жденная квадратичная форма максимального индекса [ на 


~ 


пространстве У размерности 2/, и алгебра Клиффорда С (@) — 
центральная простая алгебра размерности 2” (Алг., гл. IX, 
$ 9, n°4, теорема 2). Пусть N — внешняя алгебра максималь- 
ного изотропного подпространства F’, порожденного векторами 
€-1,..., е-;. Отождествим пространство F и дуальное к нему 
пространство F’ с помощью билинейной формы W; обозначим 
через A(x) (соотв. через A(y)) при хеРЁ” (соотв. при УР) 
эндоморфизм левого внешнего умножения на х (соотв. левого 
внутреннего умножения на и) в пространстве N. Если 
Eis вже а. Е РЁ’, TO 


А, (х). (a; A sas A Qe) =x AQ N ... Ap, 
A(y).(aı A ‘we A ay) = 


k 


= (NT ¥ (a, мл... Ла Ланил ... A. 


{= 
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Легко проверить, что À (x)? — À (y) =0 u 
A (x) № (у) + A(y) A (x) = Ч (x, y). 1. 
Отсюда мы получаем (Алг., гл. IX, $ 9, n°1), что существует 
единственный гомоморфизм (обозначим его также через A) 
алгебры С (9) в EndN, который продолжает отображение 
à: FUF’>EndN. Так как Чип М =2', ау алгебры С (О) есть 


только один класс неприводимых модулей размерности 2! 
(Алг., гл. IX, § 9, n°4, теорема 2), то представление алгебры 


С (0) в пространстве N, определенное гомоморфизмом A, He- 
приводимо. Это спинорное представление алгебры С (О) (там же). 

Рассмотрим теперь отображение N: Ut > ео пространства у 
в С* (0). Для ое имеем 


2 9 2 ~ 
(00) == — env = — Q(e) О (9) = Q(v) =0 (5), 
и отображение U единственным образом продолжается до ro- 


моморфизма (обозначим его также через и) алгебры С (0) 
в С* (0). Так как алгебра С (0) проста и 

dim С* (0) = dim С (0) = 2’, 
TO мы видим, что р — изоморфизм. Следовательно, отображение 
Aou! определяет на пространстве N структуру простого 
C* (9)-модуля и р=Аоц-! о] — неприводимое представление 


алгебры Ли 4 в пространстве N (лемма 1 (vi)). 
С другой стороны, ввиду леммы | (i) имеем 


(На = —(ee-; 24a). 


nn 0 ыы 
Tak как e,e_, = —eee ,=e€,ee_, и e,e_,+e_,e, =1, то 
| | 
ый — ees 
и of (Hi) == — ев; = — 5 Рае. 
Отсюда мы получаем, что при |< <... <ig < 


р (Но (е-, A .-. Ле) = 
1 . . . 
— 5 e-1, ae Ne-i, если ie {i, eee, in}, 
] 
2 


ser Ara Ле. С PRE Ty sine Fy), 
и для heh 
р (1) (е-, Л... Ae-,)= 


= (Zt... + (+... +e,))(H(e A... Ae) ©) 
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Это показывает, что @, — старший вес представления pP. Пред- 
ставление р называется спинорным представлением алгебры 
Ли 49. Заметим, что все его веса просты (к тому же @; — ми- 
кровес). à 


(У) Tak ‘как “= —1, то каждое простое конечномерное 
представление алгебры Ли 4 — или ортогональное, или симплек- 
тическое. Ввиду n°5(VI) гл. VI, $ 4, сумма числовых координат 
веса @, относительно базиса (и, ..., A) — целое число при 
|1 <г</— 1. Следовательно, представление A’o ортогонально. 
Более того, расширение W,,, формы ЧФ на пространство AV 


инвариантно относительно этого представления. 
Для. спинорного представления сумма числовых координат 

is 1 
веса @, относительно базиса (a, ..., d;) равна zu +...+)= 


in; - 
= —— (Там же). Следовательно, это представление орто- 


гональное при [=0 или — 1 (11044) и симплектическое при 
[=|! или 2 (11094). Рассмотрим дополнительную билинейную 
форму Ф на пространстве N= AF’, определенную следующим 
образом: если xG@ APF’ и уе “РЁ, то Ф(х, yJ)=0 при 
р-95=[ и 

porn 


xAy=t-1) * Die, цецл.... Ле., 


при p-+q=l. Легко проверить, что D — невырожденная форма, 
симметрическая при [==0, — 1 (044) и знакопеременная при 
[=1, 2 (104 4). Далее, ввиду леммы | (i) мы получаем, что 
при lx<i<l 


Г (Хе, ) = ei [ (X-e,) = пт 
а при I<i<jsi 


1 
Î (Xe,-e,) amr) (e;e_; — e-je;) —e;e-; = Ce ;eye-}. 


Аналогично 
[ (Xe,-e;) = — ee jee-i, | (Xe,+e,) — eoejeoe; 
И 
| (X-e,-e,) — CE —-;E0E- j) 
поэтому 
pole f (Xe) =еь bie} (X-e,) = —e- 
И 


и ор (Xze,se,) = Cetiei; при l<i, j/</, ij, где cei{l, —-1}. 


Легко проверить, что форма Ф g-uHBapHaHTHa (cM. упражне- 
ние 18). 


2 $ 13. РАСЩЕПЛЯЕМЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ КЛАССИЧЕСКОГО ТИПА 253 


(VI) Запишем характеристический многочлен эндоморфизма 
o(x) для хе в виде 


TEE Fy (x) Те fg (т... + farı (x), 


где ts +++ [2141 — ИНвариантные полиномиальные функции на 
алгебре Ли 4. 

Если х=ЕН- ... + Не), то функции f;(x) равны 
с точностью до знака элементарным симметрическим функциям 
от переменных Ё1,..., &, —&,..., — Е. Такая симметрическая 
функция равна нулю, если ее степень нечетна, и 


И О. г 
=T (T* — &) ... De) 


так что функции [5 (х),..., fo. (x) равны с точностью до знака 
элементарным симметрическим функциям от переменных 
I see, © И ЯВЛЯЮТСЯ алгебраически независимыми образую- 
щими алгебры $ (5*)" (гл. УГ, § 4, n’5(IX)). Учитывая Teo- 
рему 1(1) из $ 8, n°3, мы видим, что нН=рЬ=р=... =0и 
(fo, Tas «++, Jar) — алгебраически независимое семейство, поро- 
ждающее алгебру инвариантных полиномиальных функций на (0. 


(УП) Поскольку единственный автоморфизм графа Дын- 
кина — тождественное отображение, то Aut (gq) = Аиф (9). 

Пусть > — группа преобразований подобия пространства И 
относительно формы VY. Для любого ве» пусть p(g) — авто- 
морфизм x+>gxg-' алгебры Ли 9. Тогда ф — гомоморфизм 
группы À в группу Aut(g). Покажем, что этот гомоморфизм 
сюръективен. Пусть a = Aut(g) = Аць (9). По предложению 2 
из § 7, n°1, существует такой элемент s@GL(V), что а (х) = 
—=sxs—' для всех хе ад. Таким образом, преобразование $ 
переводит Ч’ в билинейну.о форму 4” на И, тоже инвариантную 
относительно алгебры Ли 9 и, следовательно, пропорциональную 
форме Ч ($ 7, n°5, предложение 12). Это доказывает, что 
se À. | 

Так как тождественное представление алгебры Ли g неприво- 
димо, то его коммутант состоит из скаляров ($ 6, n° 1, пред- 
ложение |); значит, ядром гомоморфизма ф является К”. По- 
этому группа Аи (4) = Аи (4) отождествляется с группой У/Ё". 
Но, согласно n°5 из Алг., гл. IX, $ 6, группа » совпадает 
с произведением групп k и $0(4); следовательно, группа 
Aut (4) = Auty (4) отождествляется с ЗО ($). 


Пусть OF (W) — приведенная ортогональная группа формы W 
(Алг., гл. IX, $ 9, n°5). Так как группа SO (W)/O) (W) комму- 
тативна (там же), To группа Аи, (4) содержится B 0) (4) 
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($ 11, n°2, предложение 3). В действительности эти группы 
совпадают (упражнение 7). 


(VIII) Каноническая билинейная форма Ф» Ha простран- 
стве D‘ задается формулой 


/ / | 
@, (68, tete ent... ЕЕ) 


(гл. VI, $ 4, n°5 (V)). Изоморфизм пространства h Ha простран- 
ство D, определяемый формой y, переводит элемент Н; 
в (4/—2).e;. Стало быть, обратной к Фр» формой, т. е. orpa- 
ничением Ha b формы Киллинга, будет 


Ф(ЕН, +... +EH, YH, +... ЕН) = 
== (441 — 2) (EE, + ... НЕ). 


(IX) Рассмотрим элементы X, (a = А), определенные фор- 
мулами (3). Легко проверить, что [Ха, X-,] = — На при ае В. 
С другой стороны, пусть М — матрица I+ Epo. Так как М = 
= $'М-'$, то отображение 


09: g—>—M ‘oM 


— автоморфизм алгебры Ли ди 8(X,)=X-, при всех aE R. 
Следовательно, (X,) — система Шевалле расщепленной алгебры 
Ли (9, 5). 

Предположим, что К —Q. Подалгебра Картана h содержит 
две дозволенные решетки: решетку @ (КУ), порожденную эле- 
ментами H,, и решетку P(RY), порожденную элементами H, 
и состоящую из тех диагональных матриц с целыми коэффи- 
циентами, которые содержатся в 5. Отсюда следует, что 
0; (21-1, 2) (множество матриц из алгебры Ли 9 с целыми 
коэффициентами) совпадает с порядком Шевалле P(RV) + 


+ >°Z.X, алгебры Ли 9. Так как (Х+.,) EL А (X2e,)>=0 
И (Х+е, +в, =9, то решетка 7, порожденная базисом Витта 


(е;)_,<:<р-` Допустимая относительно 0$(2/ + |, Z) решетка 
в пространстве У. Аналогично, допустимой решеткой в про- 
странстве A’V будет AT. 

Рассмотрим теперь спинорное представление о алгебры Ли g 
в пространстве №М = АР”. Так как веса этого представления 
не отображают решетку P(RV) B Z, то у него нет решетки, 
допустимой относительно 05(21--1, 2). Однако решетка 1, 
порожденная каноническим базисом (e-;, Л... Ae-;,) про- 


странства N (для 1<4<... <i,<S[|), является допустимой 
решеткой относительно порядка Шевалле Я = 0 (ЮУ) + 2.5 
acR 


Действительно, ясно, что решетка A” устойчива относительно 
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внешнего умножения Ha e_; и внутреннего умножения Ha e; 
(при 1<:<)1. Формулы из (У) показывают также, что ре- 
шетка A” устойчива относительно р (9). Так Kak, кроме того, 
о (Х.)? =0 при всех «ER, то мы получаем, что решетка WV 


допустима. 


3. Алгебра Ли типа C,(l>1) 


(I) Пусть Ÿ — невырожденная знакопеременная билинейная 
форма на векторном пространстве У конечной размерности 
21 >2. Множество эндоморфизмов X пространства V, для кото- 

7 7 7 
рых Ч (хо, о’) + Wu, xv’) =0 при всех v, v’ И, — полупро- 
стая подалгебра алгебры Ли 8I(V) (гл. Г, $ 6, n°7, предложе- 
ние 9). Она обозначается через 8} (9) и называется симплекти- 
ческой алгеброй Ли, ассоциированной с формой Ч. 


Вследствие Алг., гл. IX, $ 4, n°2, пространство У можно 
представить в виде прямой суммы двух максимальных вполне 
изотропных подпространств F и F’, сопряженных относительно 
формы W. Пусть (e;), <, <, — базис пространства Р, а (е-;), <; <; — 
сопряженный базис пространства F’. Тогда 


(е1, ...у ету, CE} “282 e-ı) 


— базис пространства У. Мы будем называть такой базис ба- 
зисом Витта (или симплектическим базисом) пространства У. 
Матрица формы Ч относительно этого базиса — квадратная 
матрица порядка 2] вида 


где $ — квадратная матрица порядка /, все элементы которой 
равны нулю, за исключением расположенных на побочной диа- 


гонали элементов, равных 1 (cm. n°2 (Т)). 
Алгебра Ли 4==8 (Ч) отождествляется с алгеброй Ли 8p (21, К) 


таких квадратных матриц а порядка 2[, что а=— Ja] = 
= Ла] (Aue., гл. IX, $ 1, n°10, формулы (50)); они имеют вид 


(с бил») 
ONO a À 


где А, В, C— такие матрицы порядка [, что B—s'Bs и C= 
— s'Cs; иначе говоря, В и C— матрицы, симметричные OTHO- 
сительно побочной диагонали. Отсюда мы получаем, что 


dimg =P +2489 — 7/4 1), 
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Пусть ) — множество диагональных матриц алгебры Ли g. 
Это коммутативная подалгебра алгебры Ли 49, базисом кото- 


рой будут элементы Н;=Е;; —Е-;-; при 1<1<[/ Пусть 
(8:), < pcp базис, сопряженный к (Н;). Для 1<1< ] <[ положим 
Xe, ES Е; - 
X~9¢, rn FE; i> 


(6) 


Легко проверить, что эти элементы образуют базис дополни- 
тельного к D подпространства в пространстве $ и что если 
heb, то 


[A, X,] =a (A) Ха (7) 


для любого a= R, где Ю — множество, образованное элемен- 
тами +28; и а; а, (i < /). Из этого следует, что подалгебра 
Ли D совпадает со своим нормализатором в алгебре Ли g (m, 
следовательно, b — подалгебра Картана в 9), подалгебра b рас- 
щепляющая, а корнями расщепленной алгебры Ли (9, D) яв- 
ляются элементы из À. Система корней R расщепленной алгебры 
Ли (9, 5) имеет тип С; при />2 и тип A; (или, иначе говоря, 
тип C,) при [=1 (гл. VI, $ 4, n°6 (I) с учетом случая /=|). 
Следовательно, 4 — простая расщепляемая алгебра Ли типа Ci. 

Каждая расщепляющая подалгебра Картана в § может быть 
получена из D с помощью элементарного автоморфизма, а сле- 
довательно, с помощью элемента из симплектической группы 
Sp(W) (см. (УП) и совпадает, таким образом, с множеством Dp 
тех элементов алгебры Ли 9, матрицы которых диагональны 
в некотором базисе Витта В. Непосредственно проверяется, 
что единственными устойчивыми относительно D, подпростран- 


ствами векторного пространства V будут пространства, поро- 
жденные некоторым подмножеством базиса В. 

Ясно, что 8$ (2, Е) = 81 (2, К). Кроме того, у алгебр Ли $$ (4, k) 
и 0$(5, À) одинаковые системы корней; следовательно, они изо- 
морфны (см. упражнение 3). С этого момента мы предполагаем, 
“To L 22, 


(II) Используя гл. VI, $ 4, nn°6 (ТГ) и 6(V), определим си- 
стему корней КУ. Мы получаем, что 


Fe, = Hi, He, =H; — Hp Ae, +e, == В + H,. 
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(III) Положим =&—8, ..., 1-1 == — 8}, =2e,. 
Ввиду VI, $ 4, n° 6 (II), (a, ..., a) — базис В системы кор- 
ней Ю. Положительными корнями относительно базиса В яв- 
ляются 2e, из; - а, (i< Jf). Соответствующая подалгебра Бо- 
pers Б — множество верхних треугольных матриц алгебры Ли g. 


Пусть 6 — изотропный флаг пространства У (т. е. такой 
флаг, все элементы которого — вполне изотропные относительно 
формы Ч подпространства) и Ps — подалгебра, образованная 
теми элементами алгебры Ли 4, относительно которых элементы 
флага 6 устойчивы. Рассуждая Tak же, как ив n°2 (III), можно 
показать, что б->}, — биективное отображение множества 
изотропных флагов (соотв. максимальных изотропных флагов) 
на множество параболических подалгебр (соотв. подалгебр 
Бореля) алгебры Ли 4; включение ÿ$ = Py имеет место тогда 
и только тогда, когда 6C Ô’. 


(IV) Ввиду гл. VI, $ 4, n°6 (VI), фундаментальными весами, 
соответствующими @!, ..., Os будут @ =e, +... +e; (13153). 

Мы покажем, что фундаментальное представление о’, соот- 
ветствующее весу @,, можно реализовать как подпредставление 
представления A’o, где о — тождественное представление ал- 
гебры Ли 9 в пространстве У. Для этого изучим разложение 
представления Ас алгебры Ли g во внешней алгебре AV. 

Пусть (e;) — базис пространства У”, дуальный к базису (e;). 
Знакопеременную билинейную форму W можно отождествить 
с элементом Ге AV" (Alg., chap. III, $ 11, n°5), и легко 
проверить, что 


| 
Г" = — De; ARE, 


i=1 


Пусть ‘Y" — форма, обратная к форме W (Алг., ra. IX, $ 1, n°7). 
Ясно, что 


y* [Е e;) == ( 


при #5 —j и W (ei, e )=-—1 при |1<1<1. Если отожде- 
ствить форму W* с элементом Ге A°?V, то 


1 
T= Хе A e-;. 


i=] 


Обозначим теперь через X— эндоморфизм внешнего умно- 
жения слева на элемент Г в пространстве AV, а через X, — 


9 Бурбаки 
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mn 


эндоморфизм внутреннего умножения слева на — Г” в про- 


странстве AV: 
хи (Хе N e) Ли, 


1—1 
| 

хи (5 e, A г.) Л и. 
fal : 


Для того чтобы вычислить X+ и Х-, рассмотрим следую- 
щий базис в пространстве AV: для любой тройки (А, В, С), 
образованной тремя непересекающимися подмножествами OT- 
резка (1, /}, положим 


ед, в, с = ев, À... Л Ca, A C-0, Л... A eo, A ec, Ne-., Л... 


PRE (Oy, inc Gy) (бб. (Oy 4 бы, (ey +... 6) — éme 


из A (соотв. В, С), расположенные в возрастающем порядке. 
Таким образом, мы получаем базис пространства AV, и про- 
стые вычисления показывают, что 


> т CA, LC — | 2, EA,B, CU{i}> (8) 
> 1=(1, Г), + AUBUC 


Хед. вс =— À еА в, c-i) (9) 
]ЕС | 


Пусть Н — эндоморфизм пространства AV, который Ha под- 
пространстве АУ сводится к умножению на (1 — г) (0 r 21). 
Jlerko проверить (см. упражнение 19), что 

[X +, > = ie i, 
IH, X,]=2X,, 
IH, Х-] = — 2X_. 


Иначе говоря, векторное пространство 8, порожденное X,, 
X_ и Н, — подалгебра Ли в Епа (ЛУ), изоморфная $1 (2, К), и 
AV — подпространство элементов веса /[ —г. Обозначим че- 
рез Е, подпространство в A’V, образованное примитивными 
элементами, т. е. Е, =(А’У)ПКегХ.. Из $ | следует, что при 
г < l ограничение оператора X- на A’V инъективно и что при 
r LL пространство А’У разлагается в прямую сумму 


AV=E B8X_(E,_,)® X Е Pr 
=E,®X-(A’V). 
21 21 
Это показывает, в частности, что dinE, = ( à ) > # Br ) при 
SSL 
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С другой стороны, само определение алгебры Ли 8$ (Ч) по- 
казывает, что элемент Г” аннулируется второй внешней сте- 
пенью представления, дуального к представлению о. Анало- 
гично, элемент Г аннулируется представлением A’o. Из этого 
сразу следует, что эндоморфизмы Х., Х_, а следовательно, 
и Н перестановочны с эндоморфизмами До (5) при се 9. Сле- 
довательно, подпространства E, при 9 <г<[ устойчивы OTHO- 
сительно А’о. Покажем, что ограничение представления А’с 
на пространство Е, — фундаментальное представление 0, веса à, 
(lL<r<i). 

Прежде всего заметим, что веса представления А’о OTHO- 
сительно подалгебры Картана D имеют вид €; + ... а; — 


— TB} +... + yb где i, ..., & (соотв. jy, ..., Ir-r) — раз- 
личные элементы отрезка (1, []. Следовательно, старший Bec 
представления А’с равен 


= +... +8, 


и векторы веса , — векторы, пропорциональные вектору e;/\... 
... Ле, =еи,...п. 00. Формула (9) показывает, что е Л... 
... Ле, ЕЁ,. Достаточно, следовательно, показать, что огра- 
ничение представления A’o на пространство E, неприводимо. 

Если se $р (4), то продолжение эндоморфизма $ Ha про- 
странство AV (соотв. AV’) переводит элемент Г (соотв. Г") 
в себя и, следовательно, перестановочно с эндоморфизмами 
X, и X_, а подпространства E, устойчивы относительно этого 
продолжения. Следовательно, Е, содержит подпространство F,, 
порожденное векторами, получающимися из €, Л... Ле, под 
действием группы Sp(W). Как показывает теорема Витта, это 
такие ненулевые разложимые г-векторы, что соответствующие 
векторные подпространства пространства У вполне изотропны. 
Такие г-векторы мы будем называть изотропными. 


Лемма 2. Пусть F,, 1<r<l,—nodnpocrpancreo в NV, 
порожденное изотропными г-векторами. Гогда 


l 
AV=F,+X-(A"V)=F+ ( 2 e; À e) A AV. 


Покажем сначала, как из леммы 2 следует наше утвержде- 


ние. Tak sax F.C Ee, и а А. (A'V) = {0}, то из леммы 2 
вытекает, что F,=E,. С другой стороны, пусть s $р (4); 
тогда автоморфизм a+—> sas" пространства End (И) оставляет 4 
устойчивой и индуцирует на ней некоторый автоморфизм из 
Aut,(g) (см. (УП)). Следовательно, он переводит каждое непри- 
водимое представление алгебры Ли 4 в эквивалентное предста- 
вление ($ 7, п’]1, предложение 2). Так как вектор ев Л... Ле, 
принадлежит неприводимой компоненте представления A’o и 


9* 
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пространство £,—F, порождено образами вектора е Л... Ле, 
при преобразованиях из группы Sp(W), то представление ал- 
гебры Ли 4 в пространстве EF, изотипно. Однако кратность 
старшего веса @, равна |, поэтому представление неприводимо. 

Осталось доказать лемму. При r=| она очевидна. Будем 
доказывать ее по индукции; пусть г > 2. По предположению 
индукции нам достаточно доказать, что 


F-AAVEFR+TAN TV 
или что если у — разложимый (г — 1)-вектор и x & V, To 
=yAxEF,+TAA’ VY. 


Пусть ее ran базис Butta пространства И, что y= 

=f, À ... Aj,-1. Достаточно провести доказательство в слу- 

чае, когда x=/f;. Если i@(1—r, —1), то г-вектор НАЛ... 

Tee eee es изотропен. В противном случае можно предпо- 

ложить с точностью до перенумерации элементов |;, что i= 
1 

—= | — г. Тогда P=),f,Af 


f= 


Гр Nat Li, = 


i=] 


_;, откуда следует, что 


1 
У АЛЬ, HALT, ). 


j=r 


2= az NN ... À feet 


1 
УЕ Л. AT) A Ah AT) 


Ho 
FAR Af, = ЕН At) 
PANNES NE 
и мы сразу же получаем, что при r LL г-векторы 
KA Abo A (fea th) A (for fey) 
ПА. АР АГА, И ЛАДА АГ 


— 
изотропны. Следовательно, zZEF,+T AA V, что завершает 
доказательство. 


(У) Так как = — |, то любое неприводимое конечномер- 
ное представление алгебры Ли 9 ортогональное или симплек- 
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тическое. Вследствие n°6 (VI) гл. VI, $ 4, сумма координат 
веса @, относительно базиса (и, ..., 9/) равна 


I+2+... 4 D+r+r+...+4r+5, 


так что представление о, ортогональное при четных г и CHM- 
плектическое при нечетных г. 

Так как векторы & А... Ле нед... Ае., принадле- 
жат подпространству E, и 


ед... APs Bh ace ден, 


то ограничение формы Wer, на пространство E, является He- 
нулевым; с точностью до постоянного множителя это инвариант- 
ная относительно о, билинейная форма, симметрическая, если 
г четно, и знакопеременная, если г нечетно. 


(VI) Для любого хе 4 характеристический многочлен эндо- 
морфизма o(x) имеет вид 


ТР (x) TA! ... + for (x), 


где },..., Joy — инвариантные полиномиальные функции на 
алгебре Ли q. 

Если х=ЕН-+ ... + ЕН} ©, то с точностью до знака 
функции ],(х) равны элементарным симметрическим функциям 
от &,..., &, —Ё, ..., — En В Нечетных размерностях эти 
функции равны нулю, поэтому 


TA HE, (x) TA ... + fu (x) = (T° — E}) oe Foi 
Kak и 8 n°2 (VI), мы получаем, что | =р ==... =0и 
(fo la ...у lot) 


— алгебраически независимое семейство, порождающее алгебру 
инвариантных полиномиальных функций на алгебре Ли g. 


(УП) Так как тождественное отображение — единственный 
автоморфизм графа Дынкина, To Aut (gq) = Aut) (9). | 

Пусть У — группа преобразований подобия пространства У 
относительно формы W (Алг., гл. IX, $ 6, конец n° 5). Как и 
n°2 (УП), можно показать, что автоморфизмы алгебры Ли 9 
имеют вид xr>sxs-!, где sex, так что группа Aut (9) = 
= Аи (4) отождествляется с У/К". 

Для любого sEX пусть p(s) — коэффициент подобия эле- 
мента $. Отображение s—> и ($) mod А”? группы У в группу k*/k™ 
является гомоморфизмом A, ядро которого содержит в. 12 
следовательно, À — гомоморфизм группы 2/k* в группу k/R™, 
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При этом Sp (4) ПЕ" = {1, —1}. Рассмотрим последовательность 
гомоморфизмов 


[> $р (4/1, — —> B/k* — RIRE 1, (10) 


Отображение t инъективно, и Im(t) C КегА, так как коэффи- 
циент подобия элементов из Sp(W) равен 1. Если коэффициент 
подобия элемента $ = У — элемент из К”, то существует такой 
элемент VE К", что vse Зр (Ч). Следовательно, Im (tl) = Ker (A). 
Таким образом, последовательность (10) точна. Отождествим 
Sp (4)/{1, —1} с подгруппой группы X/k°. Так как группа k*/k™ 
коммутативна, то группа Sp(W)/{l, —1} содержит производную 
группу группы S/R’. Следовательно, Aut, (4) содержится в группе 
Sp(V)/{1, —1} ($ 11, n° 2, предложение 3). В действительности 
они совпадают, и группа Aut (q)/Aut, (4) отождествляется с груп- 
пой k*/k™ (упражнение 9). 


(VII) Каноническая билинейная форма Oz? Ha простран- 
стве 9” задается формулой 


ЕН Bet -.. +) = 
ET (Е... +88) 


(гл. УГ, $ 4, n° 6(V)). Следовательно, обратная к Dp форма, 
т. €. ограничение на № формы Киллинга, имеет вид 


НР sas Pople EME FH, 
EE MER + au FER 


(IX) Рассмотрим элементы Х., определенные формулами (6) 


(«ae R). Легко проверить, что [X,, Хо] =— Н. при ver. 
С другой стороны, en 0: ar — ‘а — автоморфизм 
алгебры Ли ди 0(Х.) =Х-.„ для любого корня а = КЮ. Следо- 


вательно, (X — система Шевалле расщепленной алгебры 
a/q~eR р 


Ти (4, 5). 
Предположим, что R~Q. Подалгебра Картана h ‘содержит 
i 


две дозволенные решетки О (RV) = > Z.H; и P(RY)=Q(RV)+ 


i=] 


I 

+>Z.).H, (гл. VI, $4, n°5(VIII). Легко видеть, что 
1=1 

Q (ЮУ) — множество матриц из с целыми коэффициентами. 

Следовательно, порядок Шевалле Q(RY) + 2, Z.X, совпадает 


с множеством $89(2/, Z) матриц из +. Ли 9 с целыми 
коэффициентами. 
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Рассмотрим редуктивную алгебру Ли 8р (1) + 9.1. Легко 
видеть, что множество ее элементов с целыми коэффициентами 
является в ней порядком Шевалле; следовательно, его проекция 
на алгебру Ли %(Ф) параллельно 9.1! — порядок Шевалле 


P(RY) + LZ. Хе. 
2 

Далее, для любого корня a = R имеем Xa =0. Отсюда сле- 
дует, что решетка 7° пространства И, порожденная векторами e,, 
допустима относительно порядка Шевалле $$ (21, 7). То же 
верно для решетки Е, А’7 в пространстве E,. 

Наконец, пространство E, содержит допустимую OTHOCH- 
тельно порядка Шевалле 


Р (ВУ) + 2,7 x, 


решетку только при четном г; Е, | A‘ — одна из таких pe- 
шеток. 


4. Алгебры Ли типа D, (l > 2) 


(Г) Пусть У — векторное пространство четной размерности 
21 >4, и пусть VY — невырожденная симметрическая билинейная 
форма максимального индекса [ на пространстве У. Ввиду 
n° 2 из Алг., гл. IX, § 4, пространство У можно представить 
в виде прямой суммы двух максимальных вполне изотропных 
подпространств F u F’. Пусть (eres — базис пространства РЁ, 
а (¢_i),<;<; — дуальный базис пространства Е’ (относительно 


двойственности между пространствами F и F’, определенной 
формой WV). Тогда &,..., е, е_,,..., e_1 — базис простран- 
ства У. Будем называть его базисом Витта пространства У. 
Матрица билинейной формы Ч в этом базисе — квадратная 
матрица $ порядка 2/, все элементы которой равны нулю, 3a 
исключением элементов, расположенных на побочной диагонали 
и равных 1. Алгебра Ли д=о (У) отождествляется с алгеброй 
о‹ (21, К) тех квадратных матриц & порядка 2/, для которых 


р = — S'gS. Ее размерность равна /(2/ — 1). Простое вычисле- 
ние показывает, что 4 совпадает с множеством матриц вида 


(со) 
о 
где А, В, С, D — такие квадратные матрицы порядка [, что 
В = — $В5, C=—s‘Cs и D=—s’As (s — матрица порядка J, 


все элементы которой равны нулю, за исключением элементов, 
расположенных на побочной диагонали и равных 1). 
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Пусть 9 — множество диагональных матриц, принадлежащих 
алгебре Ли 4. Это коммутативная подалгебра алгебры Ли 4, 
базис которой образуют элементы Н;=Е;; —Е_;_; при 
1<1=—</. Пусть (e;) — базис пространства 5“, дуальный к ба- 
зису (H,). Положим для 1<1<]1<[ 


) = | Br —1› 


X-e,+e, = Lit Ви . 
| Xe;te, =, -j — Вл-ь ) 
| X-e,-e, ee BE, i Tr a 


Эти элементы образуют базис дополнительного к D в Q под- 
пространства. Если йе, то 


[h, X à] — a (h) Хо 


для любого а == К, где К — множество элементов вида - в; + в, 
(i<j); следовательно, D — расщепляющая подалгебра Картана 
в Фи корнями расщепленной алгебры Ли (4, 5) будут элементы 
системы К. При этом система а R an алгебры 
Ли (4, 9) имеет тип D, при [23 и тип А, X А, (иначе говоря, 
тип De) при [=2 (гл. VI, $ 4. n° 8 (1), с учетом случая [= 2). 
Следовательно, если [> 3, то 9 — расщепляемая простая алгебра 
Ли типа О. 

Любая расщепляющая подалгебра Картана в 4 получается 
из подалгебры D с помощью элементарного автоморфизма ал- 
гебры Ли g, т. е. с помощью элемента группы О (4) (см. (VII)), 
и, следовательно, совпадает с множеством by тех элементов 


алгебры Ли 4, матрица которых относительно некоторого ба- 
зиса Витта В диагональна. Непосредственно проверяется, что 
единственными инвариантными подпространствами OTHOCH- 
тельно J, будут подпространства, порожденные некоторым под- 
множеством элементов базиса В. 

Так как у алгебр Ли 0: (4, К) и 81(2, К) X %(2, k) одинако- 
вые системы корней, то они изоморфны. По аналогичным сооб- 
ражениям изоморфны алгебры Ли 05 (6, К) и 81 (4, К) (см. также 
упражнение 3). Далее мы предполагаем, что [23. 

(II) Определим систему корней RY, используя n°8 (V) из 
гл. VI, $ 4. Мы получаем, что 


He ;-e, == H; es Н, He +e; = H; + Н.. 


(III) Положим a =; — €, Oly = By — En ..., Gy = 1 — 81, 
а; =, +e. Согласно гл. VI, $ 4, n°8 (II), (ay, wee, 0) -— ба- 
3He В системы корней À; положительными корнями OTHOCH- 
тельно этого базиса будут в; He; (i < j). Соответствующая под- 
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алгебра Бореля 6 совпадает с множеством принадлежащих 
алгебре Ли 4 верхних треугольных матриц. 

Легко проверить, что единственными нетривиальными инва- 
риантными относительно подалгебры Бореля В подпростран- 
ствами являются вполне изотропные подпространства V1, . 
.., V,, Vi, где У, порождено векторами e,, ..., е, а И, — век- 
торами е1,..., @;-1, е-, а также ортогональные дополнения 
У 1,..., V-y41 Подпространств Vi, ..., V;-;. Ортогональное 
дополнение V_; подпространства У; порождено векторами 
Cy, «++, Cf, @-ь..., @-(40. Но простое вычисление показывает, 
что если элемент ае= 4 переводит подпространство V;-ı в себя, 
то его матрица имеет вид 


А x B 
À 0 
(ju 

0 0 D 


где А, В, D — квадратные матрицы порядка [—1, x (соотв. y)— 
матрица, состоящая из 2 столбцов и [ — 1 строк (соотв. 2 строк 
и [—| столбцов) и ЛЕК. Из этого следует, что пространства 
У, и\, также устойчивы относительно элемента а. Следова- 


тельно, D совпадает с множеством элементов ае9, OTHOCH- 
тельно которых устойчивы все элементы изотропного флага 
(У, ..., Vi-1). Заметим, что, как следует из предыдущего и 
теоремы Butta (Алг., гл. IX, $ 4, n°3, теорема 1), V, и И, — 
единственные максимальные абсолютно изотропные подпро- 
странства, содержащие V;-ı. 

Назовем изотропный флаг квазимаксимальным, если он со- 
стоит из [— | вполне изотропных подпространств размерностей 
1,..., [—1. Так же, как и B n°2, мы видим, что для каждого 
квазимаксимального изотропного флага Ô множество by эле- 
ментов ае=4, относительно которых элементы флага 6 устой- 
чивы, является подалгеброй Бореля Bg, a 6+> В, — биективное 
отображение множества квазимаксимальных изотропных флагов 
на множество подалгебр Бореля. 

Будем называть изотропный флаг собственным, если он не 
содержит одновременно и [-мерного и (/ — 1)-мерного подпро- 
странств. Пусть Ô — такой изотропный флаг, и пусть ру — MHO- 
жество элементов ае4, оставляющих устойчивым элементы 
флага 6. Если 5 C{V,,..., И, Уд, то р, — параболическая 


подалгебра в 9, содержащая подалгебру b, и легко проверить, 
что единственными абсолютно изотропными =^ {0} подпростран- 
CTBAMH, устойчивыми относительно Pg, будут элементы флага 6. 
Так как cyıu...Byer 27? собственных изотропных флагов, со- 
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держащихся в флаге {V,,..., V,, УД и содержащих элемент 
V,_, (соотв. V,, соотв. Vi, соотв. не содержащих ни V,_,, ни V;, 
HH И: то существует 2’ параболических подалгебр, содержа- 


щих подалгебру Бореля В. Как и выше, можно показать, что 
д-— ps — биективное отображение множества собственных изо- 
тропных флагов на множество параболических подалгебр ал- 
гебры Ли 9. 


(IV) Вследствие n°8 (VI) из гл. VI, $ 4, фундаментальными 
весами, соответствующими простым корням A, ..., Ay, будут 


Oe а... Ка (1 <1<1— 2), 
O1—1 = +(e; +87... Tera te] — в), 
= +(e; Furt acy “Opa ee 
Пусть о — тождественное представление алгебры Ли 4 в про- 


странстве У. Внешняя степень А’о представления © действует 
в пространстве E=A’V. Если йе, то при |1<i</ имеем 


о (й)е; =; (A)e;, o(h)e_; = —e;(h)e_;. 
Отсюда следует, что для |<г=<][ сумма e,;+ ... +e, — 
старший вес представления A’o, и элементы веса € + ... +68, 


совпадают с элементами, пропорциональными элементу е Л... 
gine =. 

Покажем, что при | <г</— 2 представление A’o — фиун- 
даментальное представление веса G,. 

Для этого достаточно показать, что представление A’o He- 
приводимо при | <г</—1 (заметим, что A‘o приводимо, см. 
упражнение 10) или что наименьшее подпространство T, про- 
странства А’И, содержащее вектор ев Л... Ле, и устойчивое 
относительно алгебры Ли 4, совпадает со всем пространством 
NV. Ясно, что это так при г=1. При r —2 получаем, как и 
в n°2, что представление A’o эквивалентно присоединенному 
представлению алгебры Ли 4, которое неприводимо, так как 4 
проста. Далее доказательство проводится индукцией по [ так же, 
как и в n°2, но в предположении, что [— | 2723. 


Теперь нам надо определить фундаментальные представле- 
ния, соответствующие старшим весам &y_1 и ö,. Пусть О—квад- 


ратичная форма x SLY (x, x). В n°2 (IV) мы определили спи- 


норное представление À алгебры Клиффорда С (0) в простран- 
стве N = AF’. Непосредственно проверяется, что подпростран- 
ство N , (соотв. N_) пространства N, равное сумме подпространств 
A°F’ для четных р (соотв. для нечетных р), устойчиво OTHOCH- 
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тельно ограничения представления À на С* (0). Следовательно, 
представления A, и A_ алгебры C*(Q) в пространствах N} 
и N _ соответственно — полуспинорные представления алгебры 
Ст (0) (Алг., гл. IX, $ 9, n°4); они неприводимы, имеют раз- 
мерность 2°! и неэквивалентны. Пусть p, = Ао uw p_ =A_of— 
соответствующие неприводимые представления алгебры Ли 9 
(n°2, лемма | (vi)). Вследствие леммы | (i) 


1 | 1 
f(H) = Е (ee 3 8 ве: — 5 D Pi 
и мы видим, как и в n°2 (IV), что при he)yulsü<... 
... <ig <[ имеет место равенство 


Ko f (A) [ев LATE à e_;,) = 
(ut Fed (eut es +) (eu As Ne) 


Следовательно, старшим весом представления ©, (соотв. P_) 
будет &, (соотв. @;_}). 

Представления 0, и P_ называются полуспинорными пред- 
ставлениями алгебры Ли 9. Все веса этих представлений про- 
сты. Представление 0 =hAof =p, Oo_ называют спинорным 


представлением алгебры Ли 9. 


(V) При 1 <г=</— 2 фундаментальные представления A'o 
ортогональны, и расширение формы Ч на пространство AV 
инвариантно относительно этих представлений. 

Рассмотрим теперь спинорное представление р алгебры Ли 4. 
Как ив n°2, можно показать, что при 1< р jl, ifs] 


f (Xe,-e,) = = eje_p 
F(Xe;te,) — + eie;; 
Î (X-e,-e;) = + e_;e_;. 


Отсюда следует, что невырожденная билинейная форма QO, 
введенная в n°2(V), инвариантна относительно р (9). Таким 
образом, спинорное представление р оставляет инвариантной 
невырожденную билинейную форму, симметрическую при /=(, 
—1 (mod 4) и знакопеременную при /=1, 2(mod 4). 

Если [ четно, то ограничения формы Ф на пространства 
№, и N_ невырожденны, и полуспинорные представления будут 
ортогональными при [==0(1094) и симплектическими при 
1==2 (mod 4). Заметим, что 5 = — 1(гл. VI, $ 4, n°8(XI)). 

Наоборот, если [ нечетно, то пространства N, и N_ вполне 
H30TPONHbI относительно формы D. При этом —wi(a;) = а; при 
ISisIi—-2 — 850 (91) =a)-; и — (01-1) =; (гл. VI, $ 4, 
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п°8(Х1)), откуда следует, что — Wy (6) = &,-,; полуспинорные 
представления не являются ни ортогональными, ни симплекти- 
ческими, и каждое из них изоморфно представлению, дуальному 
к другому. 

(VI) Для любого x = 4 характеристический многочлен эндо- 
морфизма с (x) имеет вид 


т... + fo (x). 


Ka 3, =... =O. ВВ в м VI, 
$ 4, и теоремы 1 из $ 8, n°3, существует такая полиномиаль- 
ная функция | на алгебре Ли 4, что функции fo, fy, ..., о, 


{ порождают алгебру / (4) инвариантных полиномиальных функ- 
ций на 4; эти функции алгебраически независимы и }? = (— 1)’ fay. 
Для любого элемента x=&g мы имеем '($х)='х$ = — Sx, 


следовательно, можно рассмотреть пфаффиан PI(Sx), который 
является полиномиальной функцией от х. Однако 


fi (x) = det x =(—1)! det (Sx) = (—1)' (Pf (Sx))?. 


Следовательно, можно положить } (x) = Pf (Sx). 


(УП) Напомним ($ 5, n°3, следствие | предложения 5), что 
группа Aut (g)/Aut, (4) отождествляется с группой автоморфиз- 
мов Aut(D) графа Дынкина D расщепленной алгебры Ли (6, 5). 
Когда [5=4, Аш — группа порядка 2, образованная теми 
перестановками корней QG, ..., y, которые не меняют корней 
Qj, ..., G9. Когда /=4, группа Aut D образована перестанов- 
ками корней Qj, ..., Ay, оставляющими корень A, на месте; эта 
группа изоморфна группе ©, (см. гл. VI, $ 4, n°8(XI)). Во всех 
случаях подгруппа группы AutD, образованная элементами, 
оставляющими на месте корень QG, имеет порядок 2. Обозна- 
чим через Aut’ (5) соответствующую подгруппу в группе Aut (9). 
Если [5=4, то имеет место равенство Aut’ (4) = Aut (8), а если 
[—=4, то (Aut (a) : Aut’ (g)) =3; кроме того, 


(Aut’ (g) : Auto (g)) =2. 


Элемент s@Aut(q) принадлежит группе Аи! (4) тогда и 
только тогда, когда эндоморфизм 00S эквивалентен эндомор- 
физму с (это следует из того, что @; — старший Bec представ- 
ления 0). Отсюда мы, каки в n°2(VII), заключаем, что группа 
Aut’ (3) отождествляется с группой Z/k*, где Х — группа пре- 
образований подобия пространства У относительно формы ТТ. 

Пусть $5 =>, и пусть À ($) — коэффициент подобия элемента 


$. Тогда det(s) = А, (5), если 5$ — прямое преобразование подо- 
бия, и det(s) = — A(s)', если $ — обратное преобразование подо- 
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бия (Ane., гл. IX, $ 6, n°5). Прямые преобразования подобия 
образуют подгруппу 2, индекса 2 в группе У. Имеет место 
включение 2, > ^^. Группа 2,/k* совпадает с подгруппой Аи® (4) 
группы Aut’ (4) = У/Р". Действительно, это достаточно доказать, 
когда поле К алгебраически замкнуто; тогда группа Aut, (gq) = 
== Aut,(q) равна своей производной группе ($ 11, n°2, предло- 
жение 3) и, следовательно, содержится в Y/R", а так как обе 
группы имеют в Х/К” индекс 2, то они совпадают. 

С другой стороны, как и в n°3(VII), мы видим, что имеет 
место точная последовательность 


1-> SO(W)/{1, — 1}-> DR > RIRE 1. 


Отождествим SO (W)/{1, — 1} с подгруппой группы X/k"—Aut,(q). 
Так как группа k'/k® коммутативна, Ац+, (4) < $0 (Ч/)/{1, — 1}. 
На самом деле можно доказать (упражнение 11), что группа 
Aut,(q) изоморфна образу в SO(W)/{1, — 1} приведенной орто- 
гональной группы OF (4) формы W (Алг., гл. IX, $ 9, n°5). 


(VIII) Каноническая билинейная форма Mp на пространстве D” 
задается формулой 


Фо (68+ ... + EE) ge + re +88) = 
1 | 
= 4(1—|]) (68; phe + & 57) 


(гл. VI, $ 4, n°8 (V)). Следовательно, ограничение Ha D формы 
Киллинга имеет вид 


Ф(ЕН, + ... + EH), EH + Dati az 
—=4(1— 1) (Е... + ЕЕ). 


(IX) Рассмотрим элементы X, (a &R), определенные фор- 
мулами (11). Легко проверить, что [X,, X_,] = —Н. при а = К. 


С другой стороны, отображение 0: а-> —‘а — автоморфизм 
алгебры Ли g u 0(Х,) =Х_., при любых a = К. Следовательно, 


(Хо), «в — система Шевалле расщепленной алгебры Ли (9, 9). 


Предположим, что К = ©. Вследствие n°8 (VIII) из гл. VI, 
$ 4, в подалгебре Картана D имеются три дозволенные решетки, 
если / нечетно, и четыре, если [ четно. Отметим, что решетка 6, 
порожденная элементами Н;, дозволенная. Но эта решетка COB- 
падает с множеством диагональных матриц с целыми элемен- 
тами из алгебры Ли 4. Отсюда мы получаем, что 0$ (21, 2) — по- 
рядок Шевалле % + re алгебры Ли 9. Так как Xi =0 
при любых GE К, то решетка 7 в пространстве У, порожден- 
ная базисом Butta (e;) — допустимая решетка в пространстве И 
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относительно порядка 0. (21, 2). То же верно для решетки NV 
в пространстве AV. 


l 
Напротив, если взять P(RY)=Z. 5). H,+# в качестве дозво- 
i=] 
ленной решетки и Я==Р(ЮУ) + D Z.X, в качестве порядка 
Шевалле, то мы видим, что в пространстве А’У допустимая ре- 
шетка существует только при четном г; при таких г решетка 
NY допустима. 
Рассмотрим редуктивную алгебру (4) | 9.1. Ясно, что 
9 = (0 (4) 9.1) П (24, 2) — порядок Шевалле. Порядок Ше- 
валле 9 совпадает с проекцией порядка 9 на алгебру Ли 0 (4) 
параллельно центру 9.1. 
Наконец, как H B N°2, мы видим, что решетка „N, (соотв. /Л?_), 
порожденная элементами E-;, о À e-i,, (соотв. e-i, LE 


un Eu.) допустима относительно полуспинорного представ- 
ления порядка Шевалле © (ЮУ) + > Z.Xq. Однако в простран- 
GER 


ствах A’; и /”- нет рещеток, допустимых относительно порядка 
Ds (2/, Z). 


ТАБЛИЦА I 


Каждому фундаментальному весу поставим в соответствие | 
(соотв. — |, 0), если отвечающее ему неприводимое представ- 
ление ортогональное (соотв. симплектическое, соотв. не OPTO- 
гональное и не симплектическое). Вычисление этого числа для 
алгебр Ли типов A, By, Cry, D, было сделано в $ 13. Ниже 
указаны также результаты для алгебр Ли типов Fe, E,, Es, Fy, 
С. (достаточно применить предложение 12 из $ 7 u nn°9 (VI), 
D CXL), ко шо 1 WR, пе 12 WI 18 (WP), 
13 (XI) из гл. VI, $ 4) 


ее В: (1>2) 
0 murs 6, Inmurzi 
@ 
d r {+1 L 7 
(— 1)” при r= ia & (nern 
6, 1 при г5=/—1, 1 
6, (—1) сх, de , если | нечетно 
ых (— 1)”, если / четно 
Е E. 2, ra i? 
oar me I ö | a, | a, | 
u, & —! & | NS ee | 
03 0 3 | 03 | 03 | 
O4 1 O4 | O4 | O4 | 
M5 0 05 kun | O5 l 
Wg 0 O6 | (6 | 
6)7 et | 7 | 
ö | 


ТАБЛИЦА 2 


Для каждого фундаментального веса укажем размерность 
соответствующего неприводимого представления, вычисленную 
при помощи теоремы 2 из $ 9 


A; (21) В; (122) 
[+ 1 2/+ 1 
a, (1 <r) ( r ) alert |) ( r ) 
ay 2’ 
С; (22) D; (22) 
| 2] 2 | о 
s<r< (,)-(,_, 5, (1<r<i-2) (7) 
Oy_1 i 
ö, 2 
Es Е? 
а 97-3 5, (937,19 
& 78=2.3.13 5. 912 =24.3. 19 
3 351 = 33. 13 3 8 645 —5.7.13.19 
u 296-15. om: 865750—2.5.7.11.19 
6;  351— 3.13 S;  27664—91,7.13.19 
Fe, 7° Ss — 1539 —= 3,19 
O7 62,7 


O5 
Os 
07 


Og 


ТАБЛИЦА 2 
Es 
2878 —5°.81 
147 250 =2.5°.19.31 
6 696.000 — 2° re, 
6899 079264 — 2.3.7", 11*.17 23.81 
146 326 970 = 9.3.0, 7" » 13°. 19,81 
2450240 == 2°.b.13, 19.31 
30380 = 2.5.7" .31 
248 2°. 31 


© 
O9 
O3 


O4 


wy 


oF 


58 =, 18 


F4 


273 


1274 =2,7.,13 
273=3.7.13 


26 =2. 13 


УПРАЖНЕНИЯ 


Мы предполагаем, что характеристика основного поля Е равна нулю. 
Если не оговорено противное, то рассматриваемые алгебры Ли пред- 
полагаются конечномерными. 


$1 


Через 8 обозначим алгебру Ли 81 (2, К). 


1) Пусть U — универсальная обертывающая алгебра для 8. Показать, 
что элемент 


C =H? — 2 (X4X_ 4+ X_X4) =H? + 2H — 4X_X4 


принадлежит центру универсальной обертывающей алгебры U и ero образ 
в представлении, ассоциированном с модулем У (т), является гомотетией 
с коэффициентом т (m +2). 


2) Пусть A&R u Z (A) — векторное пространство с базисом (е„), где 
п =0, 1,..., и X}, X-, Н — эндоморфизмы пространства Z (A), определен- 
ные формулами (2) из предложения | 

а) Показать, что таким образом на Z (A) задается структура 8-модуля. 

6) Предположим, что А не является целым положительным числом. По- 
казать, что 8-модуль Z (À) прост. 

в) Предположим, что À — целое число —(. Пусть Z’ — подпространство 
в Z (À), порожденное элементами En, ñ > À. Показать, что Z’ есть 8-подмо- 
дуль модуля Z (A), изоморфный модулю Z (— À — 2), и фактормодуль Z (A)/Z’ 
изоморфен простому 8-модулю V (A). Показать, что единственными 8-под- 
модулями модуля Z (À) являются модули 0, Zu Z (A). 


3) Пусть Е — векторное пространство с базисом (én), <7 Пусть 
a(n)=a, tan, 6 (п) =—b),+ bin, c(n)=cyo + ein 
— три афинные функции с коэффициентами в поле Rk, Определим эндомор- 
физмы Х+, X-, Н пространства E с помощью формул 
Же ==а (Пе, Аа = (nh) eae, Hep = 614) ep. 


Доказать, что для того чтобы при этом на пространстве Е была определена 
структура 8-модуля, необходимо и достаточно, чтобы были выполнены усло- 
BHA 

Ajo, = 1, Qi = — 2, Co = — аб, — abo. 


При каких условиях этот модуль прост? 


$ 4) Пусть 9 — алгебра Ли; 9-модуль Е называется локально конеч- 
ным, если он является объединением своих конечномерных 9-подмодулей. 
Другими словами, это значит, что любой 3-подмодуль модуля Е конечного 
типа (как U (83)-модуль) конечномерен. | 
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du 


а) Пусть 0>E > Е-> Е” —> 0 — точная последовательность 8-модулей. 
Показать, что если модули Ё’и Е” локально конечны. то и модуль E ло- 
кально конечен (свести к случаю. когда Е — модуль конечного типа, и ис- 
пользовать тот факт, что универсальная обертывающая алгебра И (9) нёте- 
рова, см. гл. 1, $ 2, n°6). 

6) Предположим, что алгебра Ли g полупроста. Показать, что модуль Е 
локально конечен тогда и только тогда, когда он является прямой суммой 
простых конечномерных $-модулей. 

в) Предположим, что 9 =8. Показать, что модуль Е локально конечен 
тогда и только тогда, когда выполняются следующие условия: 

в!) E обладает базисом, образованным собственными векторами эндомор- 
физма Н, 


Bo) эндоморфизмы ХЕ и X_}% локально нильпотентны. 


(Сначала показать, что если модуль E удовлетворяет условиям в!) и Bo) 
и не равен 0, то он содержит примитивный элемент €, вес которого равен 


m+] 
целому числу m0; затем доказать, что X е =0 и, следовательно, Е 
содержит модуль V (т). Доказательство завершается применением утвержде- 
HHA a) к максимальному локально конечному подмодулю F модуля Е.) 


5) Пусть E — локально конечный 8-модуль (упражнение 4). Для любого 
т >0 обозначим через Lm векторное пространство 8-гомоморфизмов из 
V шв Е. | 


a) Построить изоморфизм модулей Би CD Lin © V (m). 
m 


6) Обозначим через Фи инвариантную билинейную форму Ha простран- 
стве У (m), определенную в n°3, замечание 3. Пусть для любого те М 
bm — некоторая билинейная форма на пространстве Ly, а b — билинейная 
форма на пространстве E, которая соответствует при изоморфизме из утверж- 


дения а) прямой сумме форм bm © Фи. Показать, что форма b инвариантна 
и что любая инвариантная билинейная форма на пространстве Е представ- 
ляется так единственным образом. Для того чтобы форма b была симмет- 
рической (соотв. знакопеременной), необходимо и достаточно, чтобы при 
четных т формы by были симметрическими (соотв. знакопеременными) и 
чтобы при нечетных M формы bm были знакопеременными (соотв. симмет- 
рическими). Чтобы форма В была невырожденной, необходимо и достаточно, 
чтобы формы бт были невырожденными. 

в) Предположим, что E — конечномерный модуль. Показать, что он тогда 
и только тогда является моногенным (как U (8)-модуль), когда dim Ёт < т - 1 
при всех т > 0. 


6) Если Е — конечномерный 8-модуль, а и — целое число, то обозначим 
через An размерность собственного подпространства эндоморфизма Ну, отве- 


чающего собственному значению п. Обозначим через Cc, (7) элемент кольца 


2[Т, T~'], определенный равенством св (Т) = > rw din 
nez 
a) Определим пространство Lym, как в упражнении 5. Показать, что 


dim Ly, = ат — Am+2 для любого целого числа т > 0. 


Вывести отсюда, что се(Т) = Cr, (T) тогда и только тогда, когда модули Е 


и E’ изоморфны. Получить этот результат, используя упражнение 18д) 
из гл. УП, $ 3. 


6) Показать, что Chr = Cp + Cr и Cpe pCR. Cp. 
в) Доказать, что Cy m) (Т) = (CEE as FO Py, 
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г) Вывести из утверждений а) — в), что если mam >20, To 8-модуль 
У (т) @ V (т) изоморфен модулю 


У (m+ т) ФУ (m+ m — 2) ФУ (m+ mM —4@... ŒOV(m—m). 


Если т > 0, то 8-модуль S*V (m) изоморфен модулю 


У (0), если т четно, 
У (2), если т нечетно, 


V (2m) BV (2m — 4) ФУ (2m —8)Q... o{ 
a 8-модуль A°V (m) изоморфен модулю 


У (2m — 2) ФУ (2m — 6) ФИ (2m—10)® . г. 


У (2), если m четно, 
У (0), если т нечетно. 


7) Пусть Е — 8-модуль конечной размерности. Показать, что модуль, 
дуальный к модулю E, изоморфен модулю E. 


8) Показать, что 8-модуль У (т) можно реализовать как пространство 
однородных многочленов | (и, 9) степени т от двух переменных, в котором 
операторы X+, X— и Н заданы формулами 


of 


N = 
Хи, X-j=— 0, 


Ov a u 
{ 9) Присоединенное действие алгебры Ли 8 определяет действие этой 
алгебры на своей en обертывающей алгебре U, а также на своей 
симметрической алгебре $ = S"” 
а) nn Beca 8-модуля S”. Вывести с их помощью следующие 
изоморфизмы $-модулей: 


$" > И (2n) ФУ (2n — 4) ФУ (Qn —8)Ф... ФУ (0), п четно, 
$7 > V (21) ФУ (Qn — 4) ФУ (Qn —8)® ... PV (2), п нечетно. 


В частности, элементы пространства $”, инвариантные относительно действия 
алгебры Ли $8, образуют подпространство размерности | (соотв. 0), если n 
четно (соотв. нечетно). 

6) Показать, что подалгебра алгебры $, образованная инвариантными 
относительно 8 элементами, совпадает с алгеброй многочленов À (Г), где Г = 
= Н? — 4X_X4. Модуль $"/Г.$3”-? изоморфен модулю И (2n). 

в) Показать, что центр алгебры U совпадает с алгеброй многочленов 
Е [С], где С — элемент, определенный в упражнении | (использовать 6) и 
теорему Пуанкаре — Биркгофа — Витта). 

10) Пусть т — целое число > 0, $ — гралунрованния алгебра k[Xy,..., Хм] 


* 
и а,..., а, — элементы из к. Пусть Ф = > a; XX; квадратичная 
i, j=l 
д 


форма; положим D; = эх D = > b;;DiD;, где (b;;) — матрица, обратная 
L 
i, j=1 


к матрице (а; ,)- 
а) Показать, что на S существует, и притом единственная, структура 
| | 
8-модуля, для которой Х+| u; D(f), X-/= = Of и Hj=— (m/2-+n)], 


если } — однородный многочлен степени п. 
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6) Положим А" = S"NKer D. Показать, что пространство $” совпадает 
с прямой суммой подпространств ФР. 44, где 2p + q—n. Вывести отсюда 
тождество 


dim (Ап) ТП = (1 Т)/(1 — Tr 
0 


iMs 


в) Если f — ненулевой элемент пространства A”, To элементы ФР/, p >0, 
образуют базис простого 8-подмодуля в $, который изоморфен модулю 
т 
A (- = n) из упражнения 2. 
г) Разобрать случай т == и т==2. Использовать случай т == 3 для дру- 
гого доказательства упражнения 9. 


11) Предположим, что поле А алгебраически замкнуто. Пусть 9 — ал- 
гебра Ли, У — простой 9-модуль и D — тело эндоморфизмов 9-модуля И. 
Показать, что если поле k несчетно |), то D =^. (Если это не так, то тело D 
содержит поле, изоморфное полю k(X), где À — независимая переменная, и 
мы получаем, что dim, D> N откуда dim, V> No, что невозможно, по- 


скольку ИУ — моногенный U (9)-модуль.) 


qj 12) Пусть gEk, и пусть М — векторное пространство с базисом 
(29, €1, 62, ...). 

a) Показать, что существует единственное представление Og алгебры Ли 8 
в пространстве №, для которого 


1 n 
ра (H) en =2ent Py (X+) n= (5-69 (Н) —1) en 
] n 
Og (X-)en= (5 Og (H) + 1) (— geo Не, + е2). 


Тогда Og (С) = 49, где С =H? + 2H — 4Х-Х- (см. упражнение 1). Предста- 
вление Pg неприводимо. Элементы х Æ 8, для которых эндоморфизмы ра (X) 
имеют собственные значения, пропорциональны Х+. Эндоморфизм Pg (X+) 
имеет собственное значение | кратности 1. 

6) Пусть p — такое простое представление алгебры Ли 8, что p (С) = 44 


и что эндоморфизм p (Х+) имеет собственное значение |. Показать, что пред- 
ставление р эквивалентно представлению од. 


di 13) Предположим, что k == С. Пусть С = H? + 2H — 4X_X4, см. упраж- 
нение |. Представление о алгебры Ли 8 == 81 (2, С) называется Н-диагонали- 
зируемым, если пространство представления о имеет базис, образованный 
собственными векторами эндоморфизма о (H). Пусть g = С n ve Q/Z. 


а) Предположим, что в пространстве $ имеется базис (ew), =çr зануме- 


рованный элементами из С. Пусть Sy = >, Се». Существует единственное 
WED 
представление Py,g алгебры Ли 8 в пространстве Sy, такое, что 


Po, а (X+) Cw = (4 — w? — ш) Ве, 


бо, д (Х-) ew = (9 — в" + w) Ew—1» 
бо, а (H) е = 2wey. 


') Утверждение остается верным. даже если поле k счетно; cm. Quillen D. 
On the endomorphism ring of а simple module оуег enveloping algebra, 
Proc. Amer. Math. Soc, XXI (1969), 171—172. 
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1 o 
(Условимся, что при всех zEC =" — квадратный корень из элемента = 
аргумент которого принадлежит отрезку (0, л).) Обозначим через So, q 


8-модуль, определенный представлением ро, а. Тогда ро, а (С) = 44. 

6) Если 9 52 и" + и при любых ие 9, то модуль Sy, а прост. 

в) Предположим, что 20520 и 4 имеет вид и? + и, где u Ev (что одно- 
значно определяет элемент и). Пусть Sy д (соотв. Ss: a — векторное подпро- 
странство в Sy, порожденное элементами Ey при W < и (соотв. при > и). 
Тогда De. от а простые $-подмодули модуля S ie 

г) Предположим, что 20 =0 и что 4 имеет вид и? | и, где Ue v, u >0 


(что однозначно определяет элемент и). Пусть So, q (coors. Ss. Br ST a) — 


векторные подпространства в Sp; порожденные элементами @w при w<—u 


(соотв. при —u и < и, w>u). Тогда 5, ” . H Si y — простые 8-под- 
модули модуля Sy g. 


| | = 
д) Предположим, что 9= 5 +Z и что q=— FL Пусть Sly, _ı,, 
(соотв. SH, и) — векторное подпространство пространства S_,,, порожден- 


2 ] | 
ное элементами е„ при w <— + (coors, при о>-5). Тогда $, <i, 


И Sy _1/, являются простыми 8-подмодулями модуля S_ı, Br 
>? р 0 Л | 

е) Обозначим через 04, p Py, „ представления, соответствующие модулям 
од’ Зо а: В случае 6) элементы x & 8, для которых эндоморфизм Py 4 (4) 
имеет собственное значение, — это элементы из СН. В случаях в) — д) элементы 
x = 8, для которых эндоморфизм P,, «(х) обладает собственным значением, 
составляют СН + CX+. Если элемент X нильпотентен (а следовательно, про- 
порционален Х+) и не равен нулю, то эндоморфизм ©, „(х) имеет собствен- 
ное значение О кратности 1. Если элемент x полупрост, то пространство 
представления ру’, имеет базис, образованный собственными векторами эндо- 


морфизма р. „(х). Аналогичные результаты верны для представления a q 


если элемент Х+ заменить Ha Х-. 

ж) Пусть У — простой 8-модуль и р — соответствующее представление. 
Тогда о (С) — гомотетия (использовать упражнение 11). Предположим, что 
о (С) =4q. Показать, что если представление р Н-диагонализируемо, то У 


o + 0 
изоморфен одному из модулей S,, a So, а ИЛИ Sy, а› Рассмотренных в п. б)—д). 
Доказать, что представление о является Н-диагонализируемым тогда и только 


тогда, когда у эндоморфизма р (Н) есть собственное значение; достаточно 
также, чтобы у эндоморфизма P (X+) было собственное значение 0. 


4 14) Сохраним обозначения предыдущего упражнения. Обозначим че- 
рез Ва факторалгебру алгебры U (8) по двустороннему идеалу, порожденному 


элементом С — 44, а через ин-> и* обозначим канонический гомоморфизм 
И (3) -> Bg. Рассмотрим представления из упражнений 12 и 13 как пред- 


ставления алгебры Bg. 
а) Все элементы алгебры Во единственным образом выражаются в виде 


>, Xp, (H)+ >, ч.(Н') хз, 


г>0 s>0 


где Pr H Ys — многочлены. Если два элемента алгебры Bg порождают один 
и тот же левый идеал, то они пропорциональны. 
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6) Пусть мы находимся в условиях п. 6) упражнения 13. Пусть а — не- 
нулевой элемент пространства Sy а. Если а — собственный вектор эндомор- 


физма ро о(Н) с собственным значением A, то аннулятором вектора а 


является левый идеал алгебры Ва, порожденный элементом Н” — A; если эле- 
мент а не является собственным вектором эндоморфизма Py, а(Н), то его 
аннулятор — немоногенный левый идеал. 


в) Рассмотрим представления р а Из упражнения 13. Если а — ненулевой 


элемент в пространстве одного из этих представлений, то его аннулятор 
в алгебре В. — немоногенный левый идеал. | 


г) Рассмотрим представление 0, из упражнения 12. Аннулятор элемента ey 


в алгебре Ва порожден элементом X, —1. Если элемент а = W не пропор- 


ционален элементу ео то его аннулятором является немоногенный левый 
идеал. 

д) Любой автоморфизм алгебры Ли 8 продолжается до автоморфизма 
алгебры U (8) и определяет при переходе к факторалгебре автоморфизм ал- 
гебры Ва; пусть A’ — подгруппа группы А = Aut (Ва), полученная таким обра- 


зом. Показать, что A’ À. (Пусть ф — эндоморфизм xt—>[ XP, x | алгебры Ви; 


r 
этот эндоморфизм локально нильпотентен, е? = À, e А’) 
е) С помощью переноса структуры группа А действует на множестве 
классов простых представлений алгебры By. Пусть m, (соотв. ло, 13) — пред- 


+ 
ставление типа Py, д из упражнения 136) (соотв. представление типа PZ , из 
упражнения 13, соотв. представление типа ро из упражнения 12). Тогда мно- 


жества Ал,, Ал. и Ал. попарно не пересекаются. (Использовать a) — г).) 
Если фе À — такой автоморфизм, что фл, — представление типа ро, д из 


упражнения 136), то фе А’ (использовать а) и 6)). Вывести отсюда, что 


если ф — автоморфизм вида е? из д), то представление б = mew обладает 
следующим свойством: для любого элемента x Е 8 — {0} у эндоморфизма © (x) 
нет собственных значений !). 


15) Пусть 9 — трехмерная алгебра Ли. Показать, что следующие условия 
эквивалентны (см. гл. I, $ 6, упражнение 23). 

(i) a = [$, 9]. 

(ii) форма Киллинга алгебры Ли 9 невырожденна. 

(iii) алгебра Ли 9 полупроста. 

(iv) алгебра Ли 4 проста. 


Ч 16) Пусть 9 — простая 3-мерная алгебра Ли, и пусть Ф — ее форма 
Киллинга. Обозначим через 0 (Ф) ортогональную алгебру формы Ф, т. е. под- 
алгебру алгебры Ли gl (9), образованную элементами, относительно которых 
форма Ф инвариантна. 

а) Показать, что ad: 9 > 0 (D) — изоморфизм. 

6) Доказать, что следующие свойства алгебры Ли 9 эквивалентны: 


(i) § содержит ненулевой изотропный (относительно формы Ф) вектор. 

(ii) 9 содержит ненулевой нильпотентный элемент. 

(111) 9 изоморфна 8. 

в) Показать, что существует расширение А; поля k степени <2, над ко- 
торым алгебра Ли $%,)=^, ©, 8 изоморфна алгебре Ли 8, ). 


') Подробности относительно упражнений 12—14 см. Arnal D., Pinczon G., 
Sur les représentations algébriquement irréductibles de l’algebre de Lie 81 (2). 
J. of Math. Phys. ХУ (1974), 350—359. 
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г) Снабдим векторное пространство А == k (D q единственной структурой 
алгебры, в которой | — единичный элемент и произведение 9 X 9 -> А задано 


формулой 


| 
ху D у). [х, yl (x yes). 


Показать, что А — алгебра кватернионов над полем Rk!) и что § — подалгебра 
Ли алгебры А, образованная элементами со следом нуль (расширив основное 
поле, ограничиться случаем 9 =8 и показать, что тогда алгебра А отожде- 
ствляется с алгеброй матриц М. (k)). 

Обратно, если D — алгебра кватернионов над полем À, то элементы CO 
следом нуль образуют простую 3-мерную алгебру Ли и соответствующая 
алгебра А отождествляется с D. 

д) Доказать формулы 


Ф (х, x) = — 8Nrd,(x), Ф (x, у) = ATrd, (xy), 
2[x, [у, =]] = D(x, у)2—Ф(х z)y (x, y, 2&9). 


e) Показать, что дискриминант формы Ф (относительно некоторого ба- 
зиса алгебры Ли 9) имеет вид — 242, где ASR’. 

x) Пусть 2 — целое число >20. Показать, что 4-модуль $” (8) обладает 
единственным простым подмодулем размерности 2n + 1, и этот модуль абсо- 
лютно прост (свести к случаю 9 =8 и воспользоваться упражнением 9). 

Показать, что алгебра Ли 9 имеет абсолютно простой модуль размер- 
ности 2ñ, только если она изоморфна 8, т. е. если алгебра А изоморфна М. (Е). 
(Пусть V — такой модуль. Если И 2, то показать с помощью упражнения 6 в), 
что 9-модуль V ® q имеет единственный абсолютно простой подмодуль раз- 
мерности 2n — 2. Свести все, таким образом, к случаю n= |, который три- 
виален.) 


4] 17) Сохраним обозначения предыдущего упражнения. Показать, что 
при всех п > | алгебра U (9) содержит единственный двусторонний идеал Ши, 
такой, что U (9) /ши — простая центральная алгебра размерности п? (расши- 
рением поля скаляров свести анализ к случаю, когда 9 = $, и показать, что 
тогда ши — ядро гомоморфизма U (9) -> End (У (п — 1))). Любой идеал конеч- 
ной коразмерности в алгебре U (9) имеет вид N, N и, ger NM, где числа 


Ny, -.., Пр попарно различны; его коразмерность равна ny + ... ni, (применить 


теорему плотности). Идеалы ши — единственные максимальные двусторонние 
идеалы конечной коразмерности в алгебре U (3). 
Показать, что ll: порожден (как двусторонний идеал) элементами вида 


D (x x) (x Gg) и что факторалгебра И ($9) Лм› отождествляется 


с алгеброй кватернионов А из упражнения 16. 

Когда алгебра Ли g изоморфна 8, алгебра U (9) Лии изоморфна My (k). 
Если же алгебра Ли 9 не изоморфна 8, то алгебра U (8) Лии изоморфна My (k) 
тогда и только тогда, когда п нечетно (использовать упражнение 16 x)) ?). 


18) Предположим, что К равно В, С или полю, полному относительно 
дискретного нормирования с полем вычетов характеристики р == 0 (например, 
конечному расширению поля р-адических чисел Ор). 


') Или алгебра матриц М. (k). — Прим. перев. 
?) Когда и четно, то можно показать, что алгебра И (4) Ли» изоморфна 
алгебре Мур (A). | | . 
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а) Пусть И — нильпотентная алгебра Ли, N — группа Ли, полученная 
из И с помощью закона умножения Хаусдорфа (гл. Ill, $ 9, n°5), и 
о: n > gl (Е) — линейное представление алгебры Ли и в конечномерном век- 
торном пространстве Е. Предположим, что эндоморфизм P (X) нильпотентен 
при любом хе, и положим (x) =ехр (p (х)). Показать, что л — един- 
ственный гомоморфизм групп Ли ф: N > GL(E), такой, что L (ф) = 0. 

(Когда А = В или С, использовать связность группы N. Когда поле К 
ультраметрическое, показать, что собственные значения эндоморфизмов ф (x), 
x = М, равны 1; для этого доказать сначала, что если А’ — конечное расши- 
penne поля À и (Ai, ..., Ans +.) — такая последовательность элементов поля À’, 
что A, =, при всех пи А, =1, то A, =1 при всех п.) 

6) Пусть о: 8-> gl (Е) — конечномерное линейное представление алгебры 
Ли 8, и пусть л — гомоморфизм группы SL (2, k) в группу ©1. (Е), согласо- 
ванный с представлением о (n° 4). Показать, что л — единственный гомомор- 
физм групп Ли ф: SL (2, К) -> GL (Е), такой, что L (ф) =. (Использовать а) 
для доказательства того, что гомоморфизмы м и @ совпадают на элементах 
вида exp (rn), где и — нильпотентный элемент в 8, и заметить, что группа 
Ли SL (2, À) порождается элементами вида exp (#).) 


§ 2 


1) Пусть § — простая 3-мерная алгебра Ли и © — ее форма Киллинга 
(см. $ 1, упражнения 15—17). 

а) Элемент x = G регулярен тогда и только тогда, когда Ф (x, x) #0. 
Пусть dx = kx — подалгебра Картана, порожденная таким элементом. Дока- 
зать, что Hy — расщепляющая подалгебра тогда и только тогда, когда эле- 
мент 2@ (x, x) является квадратом в поле К. 

6) Показать, что 


Я — расщепляемая алгебра Ли <= 9 изоморфна Sl (2, К). 


2) Пусть Е, — расширение поля А конечной степени n > 2. 

а) Показать, что полупростая К-алгебра 81 (2, k,) нерасщепляема. 

6) Показать, что расщепляемая простая k-anre6pa 8 (п, К) содержит под- 
алгебру Картана i, которая не является расщепляющей. (Рассмотреть неко- 
торое вложение алгебры ky в алгебру Ми (Rk) и положить Di =, [] $1 (и, k).) 


3) Пусть (9, D) — расщепленная полупростая алгебра Ли, Ю — ее система 
корней и К — ограничение на подалгебру D формы Киллинга алгебры Ли 9. 
Тогда в обозначениях гл. VI, $ 1, n° 12, К=Вру и K=4y(R) D ру, если 


система корней R неприводима: если, кроме того, все корни системы R имеют 
одинаковую длину, то 

К (На, На) =4й при всех aE Ю, 
где A — число Кокстера группы W (R). 

Если, например, $9 — алгебра Ли типа Fs, Er или Es, то К (Hg, На) 
равно 48, 72 или 120. 

4) Пусть (9, 9) — расщепленная полупростая алгебра Лии (Хо) ев - ce 
мейство элементов, удовлетворяющих условиям леммы 2. Если a, BG Ru 
если @ -- BER, то определим числа Мав по формулам [Ха, Xp] = Мо, вЛа-+ в; 
если @+ 6 €R, то положим Na,g =0. Доказать следующие формулы: 

а) Na,g =— — Nea: 

6) Если a, В, ye R— такие корни, что a+ В + у=0, To 


Nap _ Navy Nos 
(у, 1) 


— 
= —_ 


(a, а) (В, В)’ 
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в) Если a, В, у, Ô= R— такие корни, что a+ В-у-о=0, и если 
сумма любых двух корней не равна нулю, то 


NapNy,o _ Np,vNa, NyaNps 
{y +6, y +6) Г (a+, а-+ 8) ' B+8 8+8) | 


5) Пусть (9, 9) — расщепленная полупростая алгебра Ли, и пусть 
(Xalg ep семейство элементов, удовлетворяющих условиям леммы 2. Пусть 
В — базис системы корней À. Элементы Ха (a= R) и Ни (a= В) образуют 
базис векторного пространства 9. Показать, что дискриминант формы Кил- 
линга алгебры Ли 9 в этом базисе (Алг., гл. IX, $ 2) — рациональное число, 
не зависящее от выбора подалгебры Картана №, базиса В и элементов Ха !). 

п . 
Вывести отсюда, что элемент из пространства A 9, п = dimg, определен- 
ный внешним произведением элементов На (a = В) и Хи (A&R), не зависит, 
с точностью до знака, от выбора подалгебры D, базиса В и элементов Ху. 


6) Пусть (Ха) =» — система Шевалле расщепленной полупростой алгебры 


Ли (9, 9). Пусть a, BER, и пусть р (соотв. 49) — наибольшее целое число j, 
такое, что B+ ja = R (соотв. В — ja = R), см. лемму 4. Показать, что 


ad (XF (Xg_ ga) = = А! Xgi (egg ПРИ ОЗЁРА. 


Вывести отсюда, что алгебра $3, из определения 8 устойчива относительно 


0. 


операторов ad (Xa)"/kl, а также относительно операторов ‘3 (Ка) (см. $ 12). 


7) Предположим, что k — упорядоченное поле. Пусть (9, 9) — расщеплен- 
ная полупростая алгебра Ли ранга [; положим dim 9 =/ + 2m. 

а) Показать, что форма Киллинга Ф алгебры Ли g — прямая сумма двух 
форм: нейтральной формы ранга 2т и невырожденной положительно опре- 
деленной формы ранга [; в частности, ее индекс равен M. 

6) Пусть ф — инволютивный автоморфизм алгебры Ли 9, ограничение 
которого на подалгебру Картана D равно —Id. Показать, что форма 


(x, у) => —Ф (х, ф(у)), x, yes. 


симметрическая, невырожденная и положительно определенная. 


в) Пусть Е’ =k(Va), где а— элемент <0 из Ё. Обозначим через с 
нетривиальный А-автоморфизм поля Rk’. Пусть 9. — #-подпространство в Gg) = 


=k’ Ge 9, образованное такими элементами у, что 


(19$). у=(с®©1).у. 


Показать, что $, есть Ё-подалгебра Ли алгебры {gr и что инъективное 
отображение из $; в алгебру Ли 9.) продолжается до изоморфизма алгебры 


Ли №’ ©, Ha Gyr). Алгебра Ли Qe полупроста и Va} — ее подалгебра 
Картана. 

г) Показать, что форма Киллинга алгебры Ли 9 отрицательно опреде- 
лена. Вывести отсюда, что 9. — нерасщепляемая алгебра Ли (за исключением 
случая 9 = 0). 

д) В случае когда А = В, показать, что группа Int (g.) компактна. 


8) а) Пусть 3 — алгебра Ли и п — целое число >20. Пусть 2, (9) — под- 
множество пространства $”, образованное семействами (xX), ...› Xn), которые 


1) Подробное вычисление этого дискриминанта см. в работе: Springer Т. A., 
Steinberg R., Conjugacy Classes (n° 4.8), Seminar on Algebraic Groups and 
Related Finite Groups, Lect. Notes in Math., 131, Springer-Verlag, 1970, 
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порождают 9 как k-anreOpy. Показать, что множество Ly (9) открыто в про- 
странстве 9” в топологии Зарисского (гл. VII, дополнение Г). Если k’ — pac- 
ширение поля №, то ХУ, (Gp) П 8” =», (8). Вывести отсюда, что простран- 
ство {y может быть порождено п элементами; это же верно и относительно 
всей алгебры Ли 9. 

6) Пусть (9, D) — расщепленная полупростая алгебра Ли. Пусть x — такой 
элемент пространства D, что a(x) ~ 0 для любого корня а = Ru a(x) ~ B(x) 
для любой пары различных корней a, BER. Для любого QER пусть 


Ya — ненулевой элемент пространства 9 и у = D Yq. Показать, что для 


az R 
любого корня &@ = Ю существует такой многочлен Py (7) Е RIT] без свобод- 
ного члена, что Ya = Ра (ad х).у. Вывести отсюда, что алгебра Ли 9 поро- 
ждена множеством {X, y}. 
в) Показать, что вследствие a) и 6) любая полупростая алгебра Ли может 
быть порождена двумя элементами. 


4] 9) Пусть G — связная вещественная конечномерная группа Ли. Пусть 
9 — ее алгебра Ли, и пусть {х1, ..., Хи} — порождающее семейство алгебры 
Ли 9. При любом т 20 обозначим через Ги подгруппу группы G, поро- 


жденную элементами ехр (293,1, 1<i<n. Тогда имеют место включения 


Го GE Г, Ce eee 

a) Показать, что объединение групп [ym всюду плотно в группе С. 

6) Пусть Hy, — компонента единицы замыкания Im группы Ги. Тогда 
имеют место включения Hy CH, < ... и последовательность (Hm) стабили- 
зируется. Пусть À — объединение всех Hm. Показать, что группа À Hop- 
мальна в С (заметить, что Н нормализуется всеми подгруппами Ги) и что 
образ Ги в G/H — дискретная подгруппа группы G/H. Так как объединение 
этих подгрупп всюду плотно в G/H, то вывести из этого, что G/H нильпо- 
тентна (см. гл. Ш, упражнение 23г)). 

в) Предположим, что $ == 99. Показать, что G=H, т.е. группа Гт 
всюду плотна в G для достаточно большого т. 


10) Пусть G — связная полупростая вещественная группа Ли. Показать, 
используя упражнения 8 и 9, что существует всюду плотная подгруппа 
группы С, порожденная двумя элементами. 


11) Пусть К — система корней ранга Ги ©, — соответствующая канони- 
ческая билинейная форма (гл. УТ, $ 1, n° 12). Ранг матрицы Ф = (Фр (а, В)) в. 


равен Ги Ф? =Ф. Вывести отсюда формулу > Фр (а, a) =ТгФ = 1. 


а = К 


$3 


1) Пусть Г — подгруппа конечного индекса в группе Q(R) и P=TNR. 


Тогда алгебра Ли § + h” редуктивна, и любая редуктивная подалгебра алгебры 
Ли 9 получается таким образом. (Использовать гл. VI, $ 1, упражнение 6 6)). 


2) Пусть À — множество редуктивных подалгебр алгебры Ли $9, отличных 
от ди содержащих D. Найти максимальные элементы множества X способом 
из гл. УГ, $ 4, упражнение 4. Показать, что размерность центра такой макси- 
мальной подалгебры Ли равна 0 или | в зависимости от того, находимся ли 
мы в условии а) или 6) указанного упражнения. 


3) Пусть D — подалгебра Бореля алгебры Ли ди /=rg(g). Показать, 
что минимальное число образующих алгебры Ли 6 равно [, если / == 1, u 2 
если { = À, 
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4) Предположим, что Е = К или С. Положим G = Int (9) и отождествим 
алгебру Ли группы С с 9. Пусть 6 — подалгебра Бореля расщепленной 
алгебры Ли (9, D) и И — множество ее нильпотентных элементов. Обозначим 
через Я, В и М интегральные подгруппы группы Ли G, алгебры Ли которых 
равны D, D m И соответственно. Показать, что À, В, N — подгруппы Ли в С, 
группа N односвязна и В — полупрямое произведение групп À и №. 


5) Пусть ш — параболическая подалгебра полупростой алгебры „Ти a. 

а) Пусть 9 — подалгебра Ли алгебры Ли ш. Для того чтобы )) была 
параболической подалгеброй алгебры Ли а, необходимо и достаточно, чтобы 
алгебра Ли ÿ содержала радикал т алгебры Ли mt и чтобы алгебра Ли y/v 
была параболической подалгеброй в M/t. 

6) Если ш’ — параболическая подалгебра алгебры Ли а, то каждая под- 
алгебра Картана алгебры Ли шПи!’ является подалгеброй Картана в 4. 
(Свести к случаю, когда а — расщепляемая алгебра Ли, и применить пред- 
ложение 10 к подалгебрам Бореля, содержащимся в ши ит.) 


6) Две подалгебры Бореля полупростой алгебры Ли а называются npo- 
тивоположными, если их пересечение — подалгебра Картана. Показать, что 
если 6 — подалгебра Бореля алгебры Ли a и № — подалгебра Картана в 6, 
то в а существует единственная подалгебра Бореля, которая противоположна D 
и содержит D. (Свести к расщепляемому случаю.) 


7) Пусть а — полупростая алгебра Ли,  — подалгебра Картана алгебры 
Ли a u 8 — полупростая подалгебра алгебры Ли a, содержащая подалгебру 
Картана h. Показать, что 


(а, b) — расщепленная алгебра Ли <> (8, §) — расщепленная алгебра Ли. 
Построить пример, когда алгебра Ли а расщепляема, а алгебра Ли $ — нет. 
(Взять a = 8} (4, Е), 8 == 81 (2, К’), где К’ — квадратичное расширение поля К.) 


8) Выберем базис системы корней R и определим множество положи- 
тельных корней Ю+. Предположим, что система R неприводима. Пусть 
а — наибольший корень, $ — множество корней, ортогональных корню @, и 
+ = А+. 

а) Пусть 


= Oh, m= >, № m= У 9". 


а=5 nes, 


Тогда 4’ — полупростая алгебра Ju n g =) Фш. Ou. 
6) Положим 
i= 2 0% = » 8, Vo— 2, g”. 
Тогда 
n+ = м Фр [ne bol Cho (ne, 96] =0. 


В частности, алгебра Ли ÿ — идеал в алгебре Ли n+. 

в) Для любого корня a = Ry — S+ — {а} существует единственный корень 
a’ = Ю+ — St — {@}, такой, что а- о’ =a. Для любого корня а R+ — 
— Si —{ü} можно выбрать такой ненулевой элемент Ха из простран- 


ства 9°, что 
ре Хо] =1+X,, если ae Ry — Sy — {a}, 
[Xq, Xg] = 0, если a, BSR} —$+, Bzw!) 


1) Это упражнение нам сообщил Жозеф (Joseph A.). 
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9) Построить примеры таких полупростых алгебр Ли а, что 

а) у алгебры Ли da нет подалгебры Бореля; 

6) у алгебры Ли a есть подалгебра Бореля, но а — нерасщепляемая 
алгебра Ли. 


Ч 10) Пусть а — полупростая алгебра Ли и x —ee элемент. Скажем, 
что х приводится к диагональному виду, если эндоморфизм а4 х приводится 
к диагональному виду (Алг., гл. УП), т. е. если существует базис алгебры 
Ли а, образованный собственными векторами эндоморфизма ad x. 

а) Пусть с — коммутативная подалгебра алгебры Ли a, образованная 
элементами, которые приводятся к диагональному виду, и пусть L — множе- 
ство весов алгебры Ли с в представлении ad,. Множество Ё — конечное 
подмножество в €”, содержащее 0 (за исключением случая à =0), и а = 
= ЕР a” (с). Показать, что существует такое подмножество М множества L, 

ЛЕГ 
что множество L — {0} — несвязное объединение множеств М и —М и что 
(М+М) ПЕ ем. Если множество М обладает этими свойствами, TO поло- 
жим a” = EB а^ (с) и yp“ =a? (6) Ba”. Алгебра Ли в’ iy — централизатор 
ЛЕМ 

подалгебры € в алгебре Ли а. Подалгебра a° (с) редуктивна ва (гл. VII, 
$ 1, n°5), и ее подалгебры Картана являются подалгебрами Картана алгебры 
Ли a(ra. VII, $ 2, n°3). Показать, что py! — параболическая подалгебра 
алгебры Ли @ и а — множество нильпотентных элементов из радикала 
алгебры Ли и. (Воспользоваться тем, что алгебра Ли C содержится в под- 
алгебре Картана алгебры Ли a и, расширив поле скаляров, свести все 
к случаю, когда эта подалгебра расщепляющая.) 

6) Сохраним обозначения и предположения из п. а) и предположим, 
кроме того, что алгебра а расщепляема. Показать, что C содержится в рас- 
щепляющей подалгебре Картана алгебры Ли a. (Рассмотреть расщепляющую 
подалгебру Картана D алгебры Ли a, содержащуюся в алгебре Ли 9 Ta- 
ким образом, существует единственная подалгебра Картана )” алгебры Ли 
а? (с), такая, что подалгебра № содержится в 5’ а”. Показать, что 5’ — 
расщепляющая подалгебра Картана алгебры Ли аи D’ содержит с.) 


11) Пусть a= |] а, — произведение конечного числа полупростых 


алгебр Ли. Подалгебра g алгебры Ли а является параболической подалгеброй 
(соотв. подалгеброй Бореля) тогда и только тогда, когда она имеет вид 
I= Il 9; где 9, — параболическая подалгебра (соотв. подалгебра Бореля) 
алгебры Ли A, для каждого i. 


Ф 12) Пусть Е’ — конечное расширение поля k, a’ — полупростая А’-алге- 
бра Ли и а — соответствующая А-алгебра Ли. Показать, что у алгебр Ли a 
и @’ одинаковые параболические подалгебры (соотв. подалгебры Бореля). 
(Расширить поле скаляров до алгебраического замыкания поля k и восполь- 
зоваться упражнением 11.) 


13) Пусть ÿ и 9 — две параболические подалгебры полупростой алгебры 
Ли @ и пусть N — нильпотентный радикал подалгебры }). Показать, что 
ш = (pf}q) +n — параболическая подалгебра алгебры Ли a. (Свести к слу- 
чаю, когда à — расщепляемая алгебра Ли, а 9 — подалгебра Бореля, выбрать 
подалгебру Картана D, содержащуюся в Pf)9, и определить такое подмно- 


жество Р соответствующей системы корней, что NM = D + т h 
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14) Воспользуемся обозначениями из упражнения 9. 
а) Пусть а & В. Показать, что nf\Ker ad Ха — прямая сумма пространств 


gp, где В пробегает множество таких элементов из Ry, для которых 


о -- ВЕК... 


6) Вывести отсюда, что если алгебра Ли 9 проста, то центр подалгебры tt 


равен $”, где а — наибольший корень системы Ю+. В общем случае раз- 
мерность центра алгебры Ли И равна числу простых компонент алгебры Ли 9. 


$4 


Алгебры Ли, рассматриваемые в этом параграфе, не обязательно конечно- 
мерны. 


1) Воспользуемся обозначениями из n°2. Пусть А = a Каждому корню 
A 
a = В поставим в соответствие такие эндоморфизмы X_,, Н^, x вектор- 
ного пространства ЕЁ, что 


A 
Re gly sus GS Gp. ois Bh 


n 


Eee a) = (2 (a) — D n(a;, °)) (i, 0, 8). 


1 = 
А o 
Bextop X, (а, ..., @,) определяется индукцией по A с помощью формулы 


À À À 
Xe fay, i+. = CR Oy, HE, ce 


di 
где д, „ — символ Кронекера; условимся, что если (“,..., @,) — пустой 


набор, то вектор x (“, -.., @,) равен нулю. 
Показать, что утверждения лемм | u 2 остаются справедливыми для этих 
эндоморфизмов. Мы получаем, таким образом, представление P,: A > gl (Е), 


для которого 
А À À 
PA (ха) == Xu Pi (йа) its D (Ха) zur ee 


Ч 2) Воспользуемся обозначениями из n° 3. Предположим, что Nl — идеал 
в алгебре Ли а. 

а) Пусть à и В — два различных элемента из В. Предположим, что для 
достаточно большого N элемент (ad Bal хв принадлежит идеалу ш. Пока- 
зать, что Хав i. (Применить результаты $ 1, n°2, к факторалгебре а/ць 
снабженной подходящей структурой 81 (2, Е)-модуля.) 

6) Показать, что n + On — наименьший идеал конечной коразмерности 
в алгебре Ли а. Показать, что это также наименьший идеал, содержащий 
векторы (ad Ka)" Xp U (ad Say ХВ. 


3) Пусть (4, 6) — расщепленная полупростая алгебра Ли, В — соответ- 
ствующая система корней и В — базис системы корней R. Пусть для любого 
корня a == В (соотв. любой пары (a, В) = В?) R(a) (соотв. К (a, В)) — замк- 
нутое подмножество в À, образованное корнями ++ а (соотв. наименьшее 
замкнутое подмножество системы À, содержащее аи +6). Пусть g (a) 


(соотв. g (a, B)) — производная алгебра алгебры h + g® ™ (соотв. + gr“ PB), 
cm. § 3. 


a) Показать, что 9 (a) = АН. © gg" %; она изоморфна 81 (2, Е). 
6) Показать, что алгебра Ли g(a, В) полупроста и порождается подал- 
гебрами g(a) и $9(В). Ее система корней отождествляется с А (a, В). 
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в) Пусть $ — алгебра Ли (не обязательно конечномерная). Пусть при 
всех «= B | — гомоморфизм алгебры Ли g(a) в 8. Предположим, что для 
любой пары (a, В) существует гомоморфизм fag: 8 (а, В) > 8, который про- 
должает и гомоморфизм [а и гомоморфизм fg. Показать, что тогда суще- 
ствует единственный гомоморфизм |: § > 8, который продолжает все TOMO- 
морфизмы fa. (Воспользоваться предложением 4 (i).) 


4) Пусть 9 — расщепляемая полупростая алгебра Ли и 6 — автоморфизм 
поля №. Пусть 95 — алгебра Ли, полученная из алгебры Ли $9 заменой поля 


€ 


скаляров с помощью автоморфизма ©. Показать, что алгебра Ли 95 изоморфна 
алгебре Ли g. (Воспользоваться следствием предложения 4.) | 


5) а) Пусть § — простая алгебра Ли и Е, — коммутант присоединенного 
представления алгебры Ли $. Показать, что À; — поле, являющееся конечным 
расширением Nowa’ À, и что $9 — абсолютно простая Ё,-алгебра. 

Наоборот, если À; — конечное расширение поля Е и 9 — абсолютно 
простая Е,-алгебра Ли, то 9 — простая А-алгебра Ли, и коммутант ee при- 
соединенного представления отождествляется с полем Ry. 

6) Пусть k° — расширение Галуа поля №, содержащее поле k,. Показать, 


что §(pr) — произведение абсолютно простых алгебр Ли в количестве, равном 
[&::А]. Поскольку алгебра Ли $») расщепленная, то эти алгебры Ли по- 
парно изоморфны (воспользоваться упражнением 4). 


6) Пусть А — коммутативное кольцо, и пусть и есть А-алгебра Ли, 
определенная семейством образующих {х, у} и соотношениями 


Lx, [x, У] =0, (y. [y, [y, x]]] =0. 
Показать, что U — свободный А-модуль с базисом 
{x, y, [х, 9], [y, [х, У]. 


Если А = k, показать, что алгебра Ли u изоморфна алгебре Ли a+/n, соот- 
ветствующей системе корней типа Bo. 


4 7) Пусть А — коммутативное кольцо, в котором элемент 2 обратим, 
и пусть U есть А-алгебра Ли, определенная семейством образующих {x, y} 
и соотношениями 


[х, [x, У] =0, [y y, ly, 9, хХ]П =0. 
Показать, что ий — свободный А-модуль с базисом 
{x, y, [x, y], [y, [х, vll, Is, [g, [х, УП [х, Ty. [g, [х, у}. 


Когда A=k, показать, что алгебра Ли и изоморфна алгебре Ли a+/n, 
соответствующей системе корней типа Go. 


$5 


1) Индекс подгруппы Aut, (9) в группе Aut ($) конечен. 


2) Если 9 — расщепляемая простая алгебра Ли типа Go, Fy или E, то 
Aute (9) = Aut (9). 

3) Пусть  — расщепляющая подалгебра Картана алгебры Ли 9, 6 — под- 
алгебра Бореля расщепленной алгебры Ли ($, 6), п == [b, 6] и N=exp ad, и. 


Тогда 
Aut (9) =М.АцЕ (9, 5). N. 


ee $ Е Aut(g). Применить предложение 10 из $ 3, n°3, к алгебре Ли 
$ (6), затем применить теорему 3 из гл УП, $ 3, n°4.) 
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4) Пусть D — подалгебра Картана алгебры Ли 9 u $ — такой элемент из 
группы Aut(g, 9), что $Н AH при всех отличных от нуля элементах Н 
из D. Показать, что $ — элемент конечного порядка. (Свести к случаю, 
когда D — расщепляющая подалгебра Картана, и выбрать такое целое число 
п>1, что e(s)*— 1]. Тогда существует такой элемент ф = То, что [(ф) = 5". 
Пусть © — эндоморфизм, сопряженный к эндоморфизму $ |). Показать, что 

= 2 
тета ... to” == 0, и вывести отсюда, что $” = 1.) 


| 5) а) Пусть ae Ац{ (9) и И — нильпространство эндоморфизма а — 1. 
Показать, что следующие условия эквивалентны: 

(i) Ker (а — 1) — подалгебра Картана алгебры Ли 9. 

(ii) п — подалгебра Картана алгебры Ли g u ae Aut, (9). 

(iii) dimn=rg(g) nu ae Aut, (9). 

6) Предположим теперь, что поле Е алгебраически замкнуто. Пусть 


У — векторное пространство, À — система корней в пространстве У, To— 
группа Hom(Q(R), А"), п — целое число >| u T, — подгруппа группы То, 


образованная элементами, порядок которых делит п. Пусть & — примитивный 
корень степени rn из единицы в поле À. Пусть для любого He P(RY) 
ap (H) — элемент ун-> CY (A) из группы lo Отображение 1 — гомоморфизм 


группы Р (ЮУ) на группу Ги, ядро которого равно иР (RY) Пусть (2 Ty, 
и С — альков в пространстве P(RY) © В Тогда существуют такие w = W (R) 
и HE P(RY), что en HeCuvy(wH) = {. (Воспользоваться гл. VI, § 2, n°1.) 


в) Пусть D — подалгебра Картана алгебры Ли 9 u Ю — система корней 
расщепленной алгебры Ли (9, 9). Пусть п, 5, ф такие же, как в 6), а] — как 


в n°2. Пусть He P(RY). Множество элементов из алгебры Ли 9, HHBa- 


риантных относительно | (tp (H)), равно D + D g%, где R’ — множество таких 
ack’ 
корней ER, что a(H) == ий, и [| (tp (H)) удовлетворяет условиям п. a) тогда 


1 
H только тогда, когда элемент —H принадлежит некоторому алькову. 


г) Предположим теперь, что алгебра Ли 9 проста. Пусть § и R такие 


же, как в утверждении в), (A ..., &,) — базис системы К, A — число Кок- 
стера системы À, 6 — примитивный корень степени A из единицы в поле À 
и H — такой элемент из подалгебры Картана D, что а, (Н) =1 при i=I,..., 1. 


Доказать, что выполняются следующие условия: 


(1) Гомоморфизм а группы Q(R) в k* определяет элемент 
группы Aut(g, 9), который удовлетворяет условиям утверждения а) и по- 
рядок которого равен A. (Воспользоваться утверждением в), а также предло- 
жением 9 из гл. VI, $ 2, и предложением 31 из гл. VI, $ 1.) 

(ii) Порядок каждого автоморфизма конечного порядка алгебры Ли $9, 
не удовлетворяет условиям п. a), не меньше й. (Воспользоваться 6) 
и В). 

(iii) Автоморфизмы порядка Ah алгебры Ли g, которые удовлетворяют 
условиям п. а), образуют класс сопряженных элементов в группе Aute (9). 
(Воспользоваться предложением 5 из n°3) 

д) Пусть ) и À такие же, как в в), и пусть @ — преобразование Кок- 
стера из группы W(R). Пусть зе Aut(g, 9) — такой автоморфизм, что 
€ (5) = w. Показать, что автоморфизм $ удовлетворяет условиям п. а) и ero 
порядок равен fA. (Воспользоваться предложением 33 из гл. VI, $ 1, гл. V, 
$ 6, n°2, и предложением 9 из гл. VII, $ 4.) 
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е) Если se Aut (9), то следующие условия эквивалентны: 

(i) автоморфизм 5$ удовлетворяет условиям утверждения а) и имеет по- 
рядок Й; 

(ii) существует такая подалгебра Картана D алгебры Ли 49, устойчивая 
относительно автоморфизма $, что ограничение $ | ) — преобразование Кок- 
стера из группы Вейля расщепленной алгебры Ли (9, 9) (Воспользоваться пп. 
г) ид).) 

x) Характеристический многочлен автоморфизма из п. г) (i) равен 


А(Т)=(т—1 [J (r—e7 ™). 


a = R 


Характеристический многочлен автоморфизма $ из п. д) равен 


| 
В (Т) = [г — 1)! Il (т — т) (m, — показатели системы К). 


i=1 


(Воспользоваться предложением 33 (iv) из гл. УГ, § 1, n°11.) Вывести из 
соотношения А(Т) = В (Т), что при всех | > | число таких i, что m, a, 


равно числу таких корней a = А+, что a(H) =]; так мы получаем другим 
путем результат упражнения 6 в) из гл. VI, $ 41). 


6) Предположим, что А = В или С. Пусть С — группа Ли Аиф (5). 
Показать, что элемент ае С регулярен (в смысле гл. УП, $ 4, n°2) тогда 
и только тогда, когда он удовлетворяет условиям упражнения 5 а). 


7) Предположим, что алгебра Ли 9 расщепляема. Пусть В (9) — кано- 
нический базис канонической подалгебры Картана в алгебре Ли 9 (n° 3, 
замечание 2). Если se Aut (9), то автоморфизм $ индуцирует перестановку 
на множестве В (9). Обозначим через sgn(s) знак этой перестановки. Пока- 


зать, что автоморфизм $ действует на пространстве Ns (rnen=dimg) no 
формуле 
x+- sen ($). x. 
q 8) Пусть k — алгебраическое замыкание поля k и 9=й ©, 9. Группа 


Галуа Gal(k/k) естественным образом действует на алгебре Ли 9 и на 
канонической подалгебре алгебры Ли 9 (n°3, замечание 2), а также Ha си- 


стеме корней R и ее каноническом базисе В. Таким образом, мы получаем 
непрерывный гомоморфизм (т. е. гомоморфизм, ядро которого открыто) 


л: Gal (k/k) > Aut (R, В). 


Показать, что алгебра Ли 9 является расщепленной тогда и только тогда, 
когда выполнены следующие два условия: 

(1) Гомоморфизм л тривиален. 

(ii) В алгебре Ли 9 содержится подалгебра Бореля b. 
(Надо показать, что подалгебра Картана №, содержащаяся в алгебре Ли ВБ, 
является расщепляющей тогда и только тогда, когда гомоморфизм A 
тривиален.) 


9) Пусть R— приведенная система корней, В — базис системы R и 
(So Do В, (Ха) eg) — соответствующая размеченная полупростая алгебра Ли 


($ 4). Пусть À — алгебраическое замыкание поля À n p: Gal (k/k) > Aut (R, В) — 


1) Подробности относительно этого упражнения см. в статье: Kostant B., 
The principal three-dimensional subgroup and the Betti numbers of а сот- 
plex simple Lie group, Amer. J. of Math., LXXXI (1959), 973—1032. 
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непрерывный гомоморфизм (см. упражнение 8). Если в = Са! (k/k), TO 060- 
значим через р. такой А-линейный автоморфизм алгебры Ли So = ©, So что 


2, (Хо) = X, (в) a Естественным образом продолжим действие группы Gal (R/k) 


на k до действия Ha Go. Пусть § — подмножество в Mo, образованное такими 
элементами X, чте P,(X)=07'.x при всех o & Gal (k/k). 


а) Показать, что g есть #-подалгебра Ли алгебры Ли go и что инъектив- 
ное отображение алгебры Ли $ в алгебру Ли $, продолжается до изомор- 
физма алгебр Ли À ©, 9 и 9, В частности, алгебра Ли g полупроста. 


6) Пусть bo — подалгебра Ли в 90, порожденная Yo и элементами Ха. 
Положим 


by =k @, 5, b=gnb, Dy =k @, do b= 9h, 


Показать, что À ©, D =b,, k ©, D = bo так что D — подалгебра Бореля алге- 


бры Ли 9 и D — подалгебра Картана. 
_ В) Показать, что гомоморфизм л, ассоциированный с алгеброй Ли g 
(см. упражнение 8), совпадает с гомоморфизмом р. 


Ч 10) Пусть D — расщепляющая подалгебра Картана в алгебре Ли 9 
и (Хо). =р- система Шевалле расщепленной алгебры Ли (9, b), см. $ 2, 
n°4. Если а = А, то положим 
X X X 
ime a 0,44 à 
и обозначим через W подгруппу группы Аш (9, b), порожденную элемен- 
тами 64. = 
a) Показать, что в (№) = W (К). 
6) Пусть se W, и пусть w = ($). Показать, что 


5$ (Х.) = = Хь (а) NPA всех QE К. 


(Воспользоваться упражнением 5 из $ 2.) 


в) Пусть М — ядро гомоморфизма в: У -> № (Ю). Показать, что М co- 
держится в подгруппе группы [(Го), образованной такими элементами i (œ), 


что @? =1. Показать, что М содержит элементы | (Фо), определенные равен- 


ствами @, (В) = (—1) заметить, что 0, ==] (Фо) ). 

г) *Пусть фе Hom (О, {+1}). Показать, что элемент | (ф) принадлежит М 
тогда и только тогда, когда ф продолжается до гомоморфизма группы Р 
в группу {+1}. (Из достаточности следует, что М содержит элементы (Фа). 
Чтобы доказать необходимость, надо свести к случаю k = Q и воспользо- 
ваться тем, что М содержится в | (То) Aut, (8) = Im (Tp), см. $7, упражне- 
ние 26 г).) Вывести отсюда, что М изоморфен двойственной группе группы 
Q/(QN22) '). 

11) В обозначениях из n°2 предположим, что k — локально компактное 
недискретное ультраметрическое поле, и, следовательно, оно изоморфно В, С 
или конечному расширению поля Q, (Комм. алг., гл. VI, $9, n 3). При 
всех #Z>1l факторгруппа k*/k*" конечна (см. Комм. ane, гл. VI, § 9, 


1 Е . 
) Подробности относительно этого упражнения см. в статье: Tits J., 


тн de tores. I, Groupes de Coxeter étendus, J. of Algebra, IV (1966), 
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упражнение 3, для ультраметрического случая). Вывести отсюда, что фактор- 
группы T „[Im (Tp) и Aut (g)/Aut, (a) конечны. 


Когда k = В, показать, что Го/Пп Гр изоморфна дуальному пространству 


к векторному пространству (QN2P)/2Q над полем Fa. Когда А = С, то 
Го = Im (Тр); это интегральная подгруппа в группе Ли Aut (9), алгебра Ли 
которой равна $. 

4] 12) Пусть D — расщепляющая подалгебра Картана алгебры Ли 9, 
А — подмножество в D и se Aut(g) — такой автоморфизм, что $А = А. 
Доказать существование такого автоморфизма {= Aut (6, 5), что {| A=s|A 
и {sl = АцЬ (9). (Пусть а — централизатор множества А в алгебре Ли 9; 
это редуктивная подалгебра в 4, в которой sh и D — расщепляющие под- 
алгебры Картана. Вывести отсюда существование такого автоморфизма 
ие Aute (a), что usb = |. Показать, что существует автоморфизм ve Aut, (9), 
который продолжает автоморфизм и и у | А == 14 „. Положить {= vs.) Вывести 


отсюда, что если $ = Aut, (9), то существует ut элемент w = W(R), что 
w|A=s|A. 

Ч 13) Пусть ($, D, В, (Ха), =в) — размеченная полупростая алгебра Ли, 
Ю — система корней расщепленной алгебры Ли (9, 9), А — соответствующий 
граф Дынкина и Ф — подгруппа группы 


Aut (R, В) = Aut (А). 


Если $ @ ®, то продолжим $ до автоморфизма алгебры Ли 9 по формулам 
$ (Ха) = Xsa и $(На)=Н;а при всех ае В, ср. предложение |. 


Отождествим таким образом группу Ф с подгруппой группы Aut(g, 1). 


Обозначим через 8 (соотв. 9) подалгебру Ли алгебры Ли q (соотв. алгебры 
Ли D), образованную инвариантными относительно D элементами. 

а) Пусть a = В, и пусть Х==Ф .а. Показать, воспользовавшись табли- 
цами из гл. VI, что возможны только следующие два случая: 

(i) все элементы из À, отличные от A, ортогональны ему; 

(11) существует и притом только on элемент из множества X — {a}, 
который He ортогонален корню а и п (в, @ ) = п (0, а) = — | 


6) Пусть i — отображение ограничения h* > h*, и пусть B=i(B). OTo- 
бражение B>B отождествляет В и В/Ф. Показать, что g — полупростая 
алгебра Ли, что $ — расщепляющая подалгебра Картана и что В — базис 
системы корней R(g, В). (Заметим, что В содержится в системе корней 
R (8.5) и что все элементы из Ю (8. b) являются линейными комбинациями 
с целыми коэффициентами одного знака элементов из В.) Если Ge В. то 
соответствующий дуальный корень H, eh задается формулами 


НЕ = У, H, в случае (i) из a), 
i(a)=& 

H, = 2 à. Н в случае (ii) из a), 
i (4) =@ 


где суммирование проводится по таким элементам à & В, что i (a) =a. Если 
образом элемента BE В является Ве В, то 


~ 


п (В, а) = ), n(B,a) в случае (1), 


i (4) =@ 


п (В, @)=2 ), п(В, а) в случае (ii). 


i (4) =@ 
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Вывести отсюда определение графа Дынкина системы корней R (в, b), 
независимое от пары (А, Ф). 

в) Показать, что если алгебра Ли 9 проста, то алгебра Ли $9 тоже проста. 

Если 9 — алгебра Ли типа Aj, 1>2, и порядок группы Ф равен 2, то 


g — алгебра Ли типа Ву», если / — четное число, и типа C,,,9 если | — не- 


четное число. | 
Если 9 — алгебра Ли типа Ду, 1>4, и порядок группы Ф равен 2, To 


9 — алгебра Ли типа Ву—1. 
Если 8 — алгебра Ли типа D, и порядок группы Ф равен 3 или 6, 


то 9 — алгебра Ли типа Go. 


Если 9 — алгебра Ли типа Eg и порядок группы Ф равен 2, то 4 — ал- 
гебра Ли типа F4. 


§ 6 


1) Показать, что можно определить модуль Z (A) как факторпредставле- 
ние представления р, из упражнения | из $ 4. 


2) Пусть и — вес модуля Z(A) (соотв. модуля E(A)). Показать, что 
существует такая последовательность весов Lo, ..., Un модуля Z (A) (соотв 
модуля E (1.)), что в =, и, =р ин, - ве В при 1<i<n 


3) Предположим, что алгебра Ли g проста, и обозначим через @ наи- 
больший корень системы À. Тогда модуль E (@) изоморфен 4 относительно 
присоединенного представления. Если С — элемент Казимира, ассоциирован- 
ный с формой Киллинга на Я, то образ элемента С в ЕпаЕ(@а) равен 
тождественному эндоморфизму (см. гл. I, $ 3, n°7, предложение 12). Вывести 
отсюда, учитывая следствие предложения 7, что 


D, (&, & + 26) = 1, 


где @, — каноническая билинейная форма на пространстве D" (гл. VI, $ 1, 
n° 12). 


- 4) Воспользуемся обозначениями из n° 4. 

а) Пусть те М Рассмотрим на N” упорядочение, заданное произве- 
дением упорядочений. Показать, что для каждого подмножества S из N” 
множество минимальных элементов в $ конечно. 

6) Пусть a, ..., ам — попарно различные элементы из системы К, 


Q; р 
X; = g ‘ — {0}, $ — множество таких ненулевых последовательностей (p;) = 
= М”, что > p,a, =0, и М — множество минимальных элементов из 5. 


Тогда D и элементы x =r хит, где (р|,..., Р„) М, порождают алгебру er 
в) Показать, что алгебра U? нётерова слева и справа (Снабдить UV 
фильтрацией, индуцированной фильтрацией алгебры U (8), и показать, вос- 
пользовавшись a) и 6), что gr ИЗ — коммутативная алгебра конечного типа.) 
г) Показать, что при любом À = 5\* U* — левый (соотв правый) U’-mo- 
дуль конечного типа. 
д) Пусть V — простой 49-модуль, такой, что У = ca Ул. Если одно 
Ле h* 
из пространств Vy не равно 0 и имеет конечную размерность, то все про- 
странства Va конечномерны (Воспользоваться г) ) 


5) Показать, что если 4 == 81 (2, №), то модули Z(A) этого параграфа 
изоморфны модулям 2 (A) из $ 1, упражнение 2. 


$7 УПРАЖНЕНИЯ 293 


$7 


Все рассматриваемые в этом параграфе (кроме упражнений 14 и 15) 
9-модули предполагаются конечномерными. 


1) Пусть ое Р+ +; обозначим через S (©) множество весов модуля E (6), 
иначе говоря, наименьшее А-насыщенное подмножество множества P, содер- 
жащее © (предложение 5). Если А = $ (©), то А==® (mod Q) Обратно, пусть 
À = P — такой вес, что А==@ (mod 0). Доказать эквивалентность следующих 
CBOHCTB: 

(i) AGS (0); 

(ii) o— wien, при всех ше W; 

(iii) Bec А принадлежит выпуклой оболочке множества W.@ в про- 
странстве м 

(Для доказательства импликации (iii) => (ii) нужно заметить, что вес 
© — шо является линейной комбинацией с коэффициентами 2—0 элементов 
из Ry; отсюда нужно вывести, что в силу выпуклости вес ® — WA тоже 
является линейной комбинацией с коэффициентами 2—0 элементов из Ю+, 
а так как ® — WA принадлежит О, то ®— wie Ч, Для доказательства 


импликации (11) = (1) нужно выбрать такой элемент @, что WAS Р+ +, 
и применить следствие 2 предложения 3. Импликация (i) > (iii) получается 
непосредственно.) 


2) Пусть (К;); -‚— множество неприводимых подсистем системы кор- 


ней Rou 9= II 9; — соответствующее разложение алгебры Ли $ в произ- 
iel 

ведение простых алгебр Ли. Отождествим группу весов Р с произведением 

групп P(R;) и снабдим каждую группу P(R;) отношением порядка, опре- 

деленным базисом В; = ВП Rj. 


а) Пусть @ = (©;), _, — элемент множества P++ || Р+ + (Rj). Пока- 
u iel 
зать, что простой @&-модуль E(®) изоморфен тензорному произведению 
простых 8,-модулей Е (@,) 

6) Пусть „И (соотв. M;) — множество элементов из множества Р++ 
(соотв. множества P++ (Ю;)), которые обладают эквивалентными свойствами 
(i), (ii), (iii) и (iv) из предложений 6 и 7. Показать, что A = [I A i, иначе 

РЕ 
говоря, что @=E AM тогда и только тогда, когда для каждого ie Î вес 
©, — или нуль, или микровес системы корней R,. Вывести отсюда, что 


M — множество представителей в группе Р элементов из группы P/Q. 

в) Пусть Е — простой в9-модуль, а & — множество его весов. Показать, 
что множество & содержит единственный элемент из A, причем его крат- 
ность равна максимуму кратностей элементов #7. 


3) а) Пусть Е есть 8-модуль. Показать эквивалентность следующих 
условий: 

(i) Ранг полупрямого произведения алгебры Ли g на Е строго больше 
ранга алгебры Ли (9. 

(ii) 0 — вес модуля E. 

(iii) У модуля Е имеется радикальный вес (т e. вес, принадлежащий 
группе 0). 

6) Предположим, что модуль Е прост. Показать, что условия (i), (ii), 
(111) эквивалентны такому условию: 

(iv) Старший вес модуля Е — радикальный вес. 

Если эти условия выполнены, то на пространстве Ё не существует 
никакой знакопеременной инвариантной билинейной формы, отличной от нуля. 
(Воспользоваться предложением 12 и предложением 1 (11) из $ 6.) 


10 Бурбаки 


994 ГЛ. VIII. РАСЩЕПЛЕННЫЕ ПОЛУПРОСТЫЕ АЛГЕБРЫ ЛИ $7 


4) Пусть Е — расширение поля k и 9 =) Показать, что каждый 


9’-модуль получается расширением поля скаляров из некоторого 8-модуля, 
определенного однозначно с точностью до изоморфизма 


5) Пусть E есть 9-модуль Показать эквивалентность следующих условий: 

(i) Модуль Е точен (т. e. каноническое отображение алгебры Ли 9 
в Ql (E£) инъективно). 

(11) Каждый корень алгебры Ли 8 представляется в виде разности двух 
весов модуля В. 


Ч 6) Пусть ф — инволютивный автоморфизм алгебры Ли 9, ограничение 
которого на подалгебру Картана D равно — Id. Показать, что если Е есть 
д-модуль, TO на Е существует такая невырожденная симметрическая били- 
нейная форма Ч, что 


$ (х.а, 5) | Т (a, ф(х).5) =0, где x eG, а, OEE. 


(Свести к случаю, когда модуль E прост. Показать, что модуль, получаю- 
щийся из E под действием автоморфизма Q, изоморфен модулю E*, дуальному 
к модулю Е, откуда следует существование невырожденной билинейной фор- 
мы Ф, удовлетворяющей приведенному выше условию. Показать затем, что 
если € — примитивный вектор пространства Е, то Ч (е, е) 0. Вывести 
отсюда, что Ф — симметрическая форма.) 

7) Если AS Pigs то обозначим через p,: О (3) > End (Е (^)) предста- 
вление, определенное простым 8-модулем E (À). Имеет место равенство 
Im (p,) = End (E (^)); положим ul, = Ker (р, ). 

а) Показать, что идеалы m, попарно различны и что это единственные 


двусторонние идеалы Mm алгебры ИП (9), такие, что U (g)/ut — простая ко- 
нечномерная А-алгебра. 
6) Если [ — конечное подмножество множества Р+. +, то положим nt, = 


= || nt. Показать, что каноническое отображение U (g)/n, > I U(g)/ut, — 
ЛЕ! 
изоморфизм и что каждый двусторонний идеал алгебры Ц ia a KO- 
размерности имеет вид Ш, и этот вид определен однозначно. 


в) Показать, что главный антиавтоморфизм алгебры U (9) переводит m, 
В Ш)» где A=— woA (см. предложение 11). 


{ 8) Пусть 9 — полупростая алгебра Ли (в виде исключения в этом 
упражнении мы не предполагаем, что алгебра Ли g расщепляемая). Пусть 


Е — алгебраическое замыкание поля Rk и 


л: Gal (k/k) > Aut (R, В) 


— гомоморфизм, определенный в $ 5, упражнение 8. С помощью гомомор- 
физма л мы определяем действие группы Gal (k/k) на множестве Р+ + до- 
минантных весов системы А относительно базиса В; пусть Q — система пред- 
ставителей элементов фактормножества P44/Gal (k/k). 


а) Положим 9 =k ©, 8. Тогда если Г — конечное подмножество множе- 


ства Fa, устойчивое относительно группы Gal (k/k), то двусторонний 
идеал m, алгебры U (3), ассоциированный с множеством [ (см. упражне- 


ние 7), имеет вид kQ,m p где т, — двусторонний идеал алгебры U (9). По- 


казать, что мы получаем таким образом точно по одному разу все двуста- 
POHHHE идеалы алгебры U ($) конечной коразмерности. 
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6) Пусть o =, [(0) — орбита этого веса © под действием группы 
Gal(k/k) и Go — его стационарная подгруппа. Пусть №» — подрасширение 


расширения Ё соответствующее, согласно теории Галуа, группе Gy. Пока- 
зать, что И (8)//М) („) — простая алгебра, центр которой изоморфен полю ky, 


Каждый такой двусторонний идеал M алгебры U (9), что U (9) Ли — простая 
конечномерная алгебра, совпадает с одним и только одним из идеалов M, iis 


_в) Благодаря гомоморфизму л группа Gal (k/k) действует Ha кольце 
R (9). Обозначим через R (g)inv подкольцо кольца R (8), образованное эле- 
ментами, инвариантными относительно группы Gal (Ё/Ё). Показать, что ото- 
бражение [Е] +> [k ©,Е] продолжается до инъективного гомоморфизма 
кольца R(g) в кольцо R(g)'"’, коядро которого — группа кручения; этот 


гомоморфизм является изоморфизмом тогда и только тогда, когда для любого 
веса EN алгебра U (g)/m,(,) изоморфна алгебре матриц над полем Ry. По- 


казать, что это так, когда в алгебре Ли имеется подалгебра Бореля !). 
9) Пусть a; и da — алгебры Ли. Показать, что существует единственный 


гомоморфизм 
|: К (а,) @z R (a) > К (a, X 4), 


такой, что [([E,] @[E,]) =[£, ®Е.], где Е; есть а,-модуль (i= 1,2). По- 
казать, что гомоморфизм | инъективен и что он биективен, если а! или da — 
расщепляемая полупростая алгебра Ли. 

10) Пусть Г — подгруппа группы P, содержащая группу Q. Такая под- 


группа устойчива относительно группы Вейля W 
а) Показать, что если А = Р+-+ ПГ, то все веса модуля E (À) принад- 


лежат Г. 
6) Пусть Кг (8) — подгруппа группы А (8) с базисом, образованным [A], 


где ЛеЕР-+ + ПГ. Если Е есть $-модуль, то [Е] = Юг (8) тогда и только 
тогда, когда все веса модуля Е BERNER Г. Вывести отсюда, что Юг ($) — 


подкольцо кольца R (9). 
в) Показать, что гомоморфизм oe Кг (8) > 2 [Г] — изоморфизм кольца 
Юг (9) на подкольцо кольца # [Г], образованное -инвариантными элемен- 


tamu. (Использовать теорему 2 (ii).) 
г) Описать кольца А ($) и Rp(g) при g= 81 (2, k) и Г= (0. 


qj 11) Сохраним обозначения n° 7. Для любого целого m >| обозначим 


через WM эндоморфизм apm Z on „который переводит e* в е"^. Мы no- 
лучаем, что $! = 14 и 9" = 
Пусть E есть A- а конечномерное векторное пространство. 
Для каждого п >0 обозначим через a,E (соотв. s,E) п-ю внешнюю (соотв. 
симметрическую) степень модуля Е, снабженную естественной градуировкой. 
а) Показать, что 


ach(s,£) = 5 Чт (ch (E)) ch (s„—mE) 


m=]| 


n ch (anE) = у (-0/7 14” (ch (E)) ch (@n—mE). 


т=] 
1) Подробности относительно этого упражнения см. в статье: Tits J., 


Représentations linéaires irréductibles d’un groupe reductif sur un corps quel- 
сопаце. J. de Crelle, CCXLVII (1971), 196—220. | 
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Вывести отсюда, что ch(s,E) и ch (a„E) выражаются в виде многочле- 
нов от W™ (ch (E)) с рациональными коэффициентами, |< т < п. Например, 
выполняются равенства 


ch (828) == + ch (E)®-+ Ч? (ch (E)) 
ch (а›Б) => ch (Е)? — > Y? (ch (E)). 


6) Доказать следующие тождества (в алгебре формальных степенных 
рядов от одной переменной Т с коэффициентами из © [A] ): 


> ch (s„E) un] > Ч” (ch (E)) rim} 


n=0 m=! 


Ss a 
1 


m=! 


ch (a, Е) T° — exp { у (—1)™—-! Ч” (ch (E)) T™/m } 


в) Предположим, что А — группа; это дает возможность определить $” 
для любых тей. Показать, что если E* — дуальный градуированный мо- 
дуль |) модуля E, то 


ch (E*) = yo! (ch (E)). 


г) С помощью гомоморфизма ch отождествим R (4) с подкольцом кольца 
7[Р]. Показать, что кольцо А ($8) устойчиво относительно 4", m=Z, и что 
это же утверждение справедливо для подкольца Ат (8), определенного в пре- 
дыдущем упражнении. 


12) Пусть AE P,,, и пусть CAN — множество весов модуля E (A). Пока- 
зать, что в общем случае включение 


# CA—P 


не выполняется. (Рассмотреть, например, присоединенное представление 
алгебры Ли 81 (3, k).) 


13) Пусть А = ру а«@ — элемент из P++. Обозначим через Wy при 
а = В 

п =0, 1,... множество таких весов u модуля Е (À), что вес u — À равен 

сумме n элементов из В. Пусть Sy — сумма кратностей элементов из By, 

(рассматриваемых как веса в модуле E (A)). Пусть T =2 a аа. Показать, что 


2 Ne azB 
~~ a) T — целое число > 0; 


6) s, =O при п > Ги sp_, 
в) если г — целая часть Г/2, то s; 35.5... SS pg. 
Ч 14) Пусть AG P44, Fi — наибольший собственный подмодуль Mo- 


дуля 2 (À) и 0 — примитивный элемент веса À в модуле Z (A), см. $ 6, n° 3. 
Показать, что 


F,= >, U (g) хи = 2. un) 


ае В ае В 


=s,; 


aly Е ey (Е) cy — Прим. перев, 
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15) Пусть ЛЕЙ” и о (соотв. 9’) — примитивный элемент веса À в мо- 
дуле Z (À) (соотв E(A)). Пусть J (соотв. Г) — аннулятор элемента v (соотв. и”) 
в алгебре U (à). 


а) [=U ($) и+ + 2 И (g) (4 — À (h)). 


6) Идеал Г а максимальным левым идеалом алгебры U (8), от- 
личным от 0 (9) и содержащим идеал I. 
в) Если A € P44, то 


rai+ У ба" + % u(n_)x Cat 


aeB ае В 


^(На)+! 


(Воспользоваться предыдущим упражнением.) 


a 16) Пусть V и V’ — два 3-модуля. Скажем, что модуль И’ подчинен 
модулю И, если существует такое линейное отображение f: V -> У’, что 

а) отображение | сюръективно; В) образом примитивного элемента мо- 
дуля И при отображении | является либо 0, либо примитивный элемент 
модуля И’; y) отображение f есть И--гомоморфизм. 

а) Пусть отображение | удовлетворяет условиям @), В), Y). Пусть v — 
примитивный элемент модуля У. Тогда ‘образ при отображении f 3-подмо- 
дуля, порожденного элементом JV, равен 9-подмодулю, порожденному эле- 
ментом f (9). 

6) Пусть отображение f: У > У’ удовлетворяет условиям @), В), y). Петь W 
есть 9-подмодуль модуля Г. Тогда f(W) есть в9-подмодуль модуля И’, под- 
чиненный модулю W. 

в) Пусть У=Е ОФ... ФЕ. и V'=E Ф En © Ey — разложения моду- 
лей У u V’ B сумму простых модулей. Для того чтобы модуль У” был под- 
чинен модулю И, необходимо и достаточно, чтобы было 5’ < $ и существовал 


такой элемент O = ©,, что модуль Е, подчинен модулю Ех (;) при #=1,...,5. 

г) Если модуль У’ подчинен модулю У и если. модуль У прост, To Mo- 
дуль И” прост или равен 0. 

д) Предположим, что модули У и У’ просты. Пусть À и A’ — их старшие 
веса. Чтобы модуль У” был подчинен модулю И, необходимо и достаточно, 
чтобы A’ (На) < À (Hu) при всех a = В. (Для доказательства достаточности 
воспользоваться предыдущим упражнением.) 


17) Пусть A, a и «= B таковы, что à (На) > Ти w(Hg) 21 
Пусть F=E (A) @ Е (yp). LL 
a) Показать, что dim F*t+" =] и что dim FrtH a0 = 9, 


6) Показать, что отображение Aa: Fhtu-a > КАЧА сюръективно и что 
ненулевые элементы из ядра этого отображения — примитивные элементы 
(заметить, что если Ве В — отличный от @ корень, то А+ и —ca+Pß не 
является весом модуля F). 

в) Вывести отсюда, что модуль E (A) @ E(w) содержит, и притом только 
один, подмодуль, изоморфный модулю 


E(A+p—a). 


г) Показать, что $? (Ё (A)) (соотв. A? E (a)) содержит, и притом только 
один, подмодуль, изоморфный модулю E (2A) (соотв. E (2A — u)). 


di 18) Выберем на пространстве Dp невырожденную положительно опре- 
Dr У-инвариантную симметрическую билинейную форму (..|. ) Пусть 
Sr++ 
а) Пусть и — вес модуля E (A). Представим Bec A—p в виде >, аа. 
а == В 
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Пусть à = В — такой корень, что kg == 0. Показать, что существуют такие 
Os ce. On € В, что (À |) 2 0, (a; | ao) 52 0,..., (Ün-ı | an) 52 0, (an | a). 

6) Пусть U — примитивный элемент модуля E (A), и пусть корни @1,... 
..., An © В удовлетворяют следующим условиям: 

(1) (и; |4; 1) 5 One i= 1, 2,..., 8-1; 

(ii) (a, | a)=0 при j>it+t; 


(iii) À (Ho) Æ0n А (На,) = ion fhe | —% 
Показать, что te ah =. Хай N. (Заметить, что при I<s<n 
À — а; — ... — Gs—1 + Un 


не является весом модуля Ё (A), и вывести отсюда индукцией по $, что 


Xu Xa Xa, u. X_q vA 0.) Если = S, uo #1, то Х ig ete 
_ Х a (1)? =0. (Пусть г — наименьшее целое число такое, что о (г) Ar. 
Воспользоваться утверждением а), чтобы доказать, что À — don — +. Ay) 


не является весом модуля E (^).) - 
ы 7 a о ‘ 
в) Пусть A’ € Р++. Цепью, соединяющей веса A и A’, называется такая 


последовательность (91,.... Un) элементов из В, что п>1, (Ala) <0, 
(си: | a2) 52 0, ..., (@и-1| Gn) #0, (аи |^’) 0. Такая цепь называется мини- 
мальной, если никакая строго содержащаяся в (01,..., аи) подпоследова- 


тельность не соединяет веса А и Л. Тогда (a; | a) =0, если |j —il>2 
(A | a,) =0, если #2, и (A’|a,)=0 если i<n—l. 


г) Пусть (@,... On) — минимальная цепь, соединяющая веса А и À’. 
Если 0’ — примитивный вектор из модуля E (A), то положим 


ur, Xu, Rat (8=01..., п), 
/ : / 
= Ха Хан, Ra, (8=0, 1..4 п), 


ас == (A |) ап = (—1)” (№ | an), as = (—1)$1' (as | 4541), ISs<n—1. По- 


казать, что 
u n 
/ 
DCE 


s=0 


— примитивный элемент веса À + A’ —0ı — ... — a, модуля Е (À) © Е (4°) 
и что это единственный с’ точностью до гомотетии примитивный элемент 


такого веса. 
(Воспользоваться утверждениями 6) и в) чтобы показать, что любой 


элемент модуля E (A) © Е (A’) имеющий вес 
: АА — a — ... — а 


j ; > 2. >, «> | / у 7 
является линейной комбинацией элементов 0, ® v,. Показать затем, что такая 


линейная комбинация — примитивный вектор.) 
Вывести отсюда что модуль E (À) © E (№) содержит, и притом только 
один, 9-подмодуль. изоморфный модулю =. 


E(A+ NN —a;— ... — Gy). 


(При п =1 мы приходим к упражнению 17.) 
_ д) Пусть © — примитивный элемент модуля E (A) 69 E (A). Предположим, 
что вес у элемента w отличен от À + À’. Показать, что тогда существует 
такая цепь (01,..., Un), соединяющая веса À и A, что | 


VRATN — 0 — eee — Un: 
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(Пусть С — множество таких корней ае= В, что координата веса À + А’ — м, 
отвечающая d, отлична от 0. Пусть D (соотв. D’) — множество тех корней 
аеС, для которых существуют такие корни Yj, ..., \, ЕС, что (A| ¥;) #0 
(соотв. (A°|¥,) #9), (у, | №) AO ..., (v,-,1V) 50, (vla) Æ0. Пусть У 
(соотв. У’) — множество весов модуля E(A) (соотв. модуля E(A’)) вида 
À — pS Rat ‘is вида À — > we]: где ka N. Показать, что эле- 


acc acc 
мент W принадлежит модулю ( >, EG") ® ( >. ВИ | Воспользо- 
wey w’eY’ 


ваться утверждением а) и тем, что V À + À”, и показать, что Df) 0’ 4%.) 
е) Показать эквивалентность следующих свойств: 
(i) Модуль Е (A) © Е (№) изоморфен модулю E (A+ À). 
(ii) Е (A) ® E (A) — простой модуль. 
(iii) He существует цепи, соединяющей веса À и À. 
(iv) Система корней К — прямая сумма таких систем А, и Ri uTO 


/ 

Ne P(R,) и ЕР(К!). 

(у) Алгебра Ли 898 — произведение двух идеалов 8 и 8, таких, что 
8.Е (А) =0и3.Е (^/) =0. 

(Воспользоваться утверждением г) для доказательства эквивалентности 
условий (ii) и (iii) ').) 

19) Воспользуемся обозначениями предложения 10. Пусть k — алгебраи- 
ческое замыкание поля К. Если хе$, то через X, (Е) (соотв. #,, (x), соотв. 
с (х)) обозначим множество собственных значений эндоморфизма ХЕ 


(соотв. X „, соотв. XQ) в k. Показать, что B g(x) =, (х) + ®, (x) для всех 


x@Q и что при заданных Е и F это свойство определяет простой g-Mo- 
дуль С с точностью до изоморфизма. 


20) Предположим, что Е = или С. Пусть Г — односвязная группа Ли 
с алгеброй Ли 9. Пусть A, u, E, Е, @ такие же, как в предложении 10. 
Пусть (е1,..., en) (соотв. (fi, ..., [р)) — базис Е (соотв. Р), образованный 


векторами, собственными относительно D, причем е, ЕЕ^ и f, «FM. Можно 
рассматривать Е, F, G как Г-модули. Если YET, то обозначим через а, (у) 
1-ю координату вектора Y.eı, а через b; (y) — j-100 координату вектора Y. f1. 
Показать, что функция a,b j на группе Г не равна тождественно нулю. Вы- 


вести отсюда что для любой пары (i, |) найдется такой элемент в модуле 
GcCE®F, координата которого с номером (i, j) не равна 0, откуда при 
Е =В или С следует новое доказательство предложения 10. Перейти отсюда 
к случаю Ё == ©, затем к произвольному полю, см. упражнение 4. 


21) Пусть A, цеЕР+ +, E, F, С — простые 9-модули со старшими весами 
A, ци, À +u и п— целое число >|. Тогда, если ® — вес модуля E крат- 
ности ип, TO @ + u — Bec модуля С кратности >n. (Мы имеем GT 
< a EY’ © РЗ. Если dimG®°t" < п, то проекция пространства G°TH 
v+to=o+u — 

Е® N . u 4 © 
на пространство © FY имеет вид Е ОР, а Е строго содержится BE”. 
Вывести отсюда противоречие, выбрав подходящие базисы в модулях Е 
и F и повторяя схему доказательства предложения 10.) 


22) Предположим, что алгебра Ли $ проста, иначе говоря, предположим, 
что система R неприводима. Показать, что существует, и притом только 


1) Подробности см. в статье: Дынкин Е. Б., Максимальные подгруппы 
классических групп, Труды ММО, т. 1 (1952), стр. 39 — 166. 
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один, ненулевой доминантный вес À == 0, такой, что множество весов MO 
дуля Е (À) равно W.AU {0}; тогда А, = а, где а = R — такой корень, что На — 
наибольший корень системы ЮУ. Если все корни имеют одинаковую 
длину (случаи Ар, Dj, Es, Er Es), то À = G. Это единственный корень, яв- 
ляющийся доминантным весом; соответствующее представление — это при- 
соединенное представление алгебры Ли 9. В других случаях À — единственный 
корень минимальной длины, являющийся доминантным весом; в обозначе- 
ниях из гл. VI (таблицы) мы имеем À = &, (тип Вр, À = &2 (тип С], A=, 
(тип F4), A=@, (тип Go). 


23) Пусть UP — централизатор подалгебры Картана D в алгебре И (g) (см. 
$ 6, n° 4). 

a) Пусть У — (конечномерный) 9-модуль. Показать, что пространства Fe 
ЛЕР, устойчивы относительно U° и что если модуль У прост, У^ 40, то 
Pr простой (?-модуль (воспользоваться разложением U (gq) = = Suid 


там же). 


6) Показать, что для любого элемента с Æ 0 из U0 существует такое 
простое конечномерное представление р алгебры UP, что о (с) #0. (Boc- 
пользоваться утверждением а), а также упражнением 3 а) из гл. I, $ 7.) 


24) Пусть U — ассоциативная алгебра с единицей, и пусть М — множе- 
ство ее двусторонних идеалов конечной коразмерности. 

а) Пусть U* — векторное пространство, двойственное к пространству U. 
Пусть 9 =0”*. Показать эквивалентность следующих условий: 

(i) существует такой идеал ше М, что 0 (m) = 0; 

oe 8 "à и 

(11) существуют два таких конечных семейства (0;) и (0; ) элементов 
из U*, что 


9 (хи) = >> 0, (х) 07 (y) при любых x, y e U. 
i 


Элементы 0 с этим свойством образуют подпространство U’ пространства U*, 
которое совпадает с пространством, обозначенным в Алг., гл. III, § 11, 
упражнение 27, через В’. На И” существует единственная структура Ko- 
алгебры, в которой копроизведение с: U’ > И” 69 И’ задается формулой 


с (0) = > 0, @ 6, 


7 7 F fi 
где 6,, 0, =U — такие элементы, что 0 (xy) =>" 9; (x) 0; (y) при любых X, 
i 
y =U (см. (ii)). 
Коалгебра U’ — объединение фильтрующегося возрастающего семейства 
конечномерных подпространств (U/m)*,m eM. Дуальное к ней пространство 


отождествляется с алгеброй И = lim U/m. Если снабдить алгебру U топологией 
<— 


проективного предела дискретно топологизированных пространств U/m, 


те М, то линейные формы, непрерывные на U, совпадают с элементами 
из U”, | 
6) Пусть Е — конечномерный левый U-Monyab. Его аннулятор M, при- 


надлежит множеству М; композиция U > От; > Епа (Е) снабжает модуль E 


структурой левого U-monyas. Если Е — конечномерный левый U-MOAYABb, TO 
линейное отображение j: E>F является И-гомоморфизмом тогда и только 


тогда, когда это И-гомоморфизм. Если aeE, bEE* то линейная форма 
д, ь: xt> (ха, 5) принадлежит U’ u 


(x, Og, ь) =(ха, 6) при всех хе 0. 
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Линейные формы Og,, (при различных Ё, a, 6) порождают векторное про- 
странство U’ над К. 
в) Пусть Хр — множество классов изоморфных конечномерных левых 


О-модулей. Для любого EeX, пусть и, есть Ё-линейный эндоморфизм MO- 
дуля Е. Предположим, что 


Е 


fou,=u,of для любого [eHom,(E,F) и Е, FeX,,. 


. Показать, что существует, и притом только один, такой элемент x & U, 
что Хр=и, для любого E=Ä,,. (Свести к случаю, когда U — конечно- 


мерная алгебра.) 


425) Пусть à — алгебра Лии U — ее обертывающая алгебра. Применим 
определения и результаты упражнения 24 к алгебре U. В частности, мы по- 
лучаем, что U’ U” и дуальное к U’ пространство отождествляется с алгеброй 


“a 


U = lim Ulm; каноническое отображение U>U инъективно (ru. Г § 7, 
упражнение 3). 

а) Структура коалгебры на U (гл. Il, $1, n°4) определяет некоторую 
структуру алгебры на дуальном пространстве U* (см. ra. II, $ I, n°5, пред- 
ложение 10, а также Alg., chap. III, $2, n° 10). Доказать, что если E, F — ко- 
нечномерные 4а-модули, TO 


85,0 ° 96, a= ос, bad при аеЁ, be E", СЕР, deF*, 


Вывести отсюда, что U’— подалгебра алгебры U*. Наличие структур 
алгебры и коалгебры на U’ делает U коммутативной биалгеброй (Alg., chap. 
ПГ, $ 11, n° 4). 

6) Пусть х — элемент из 0; отождествим x с линейной формой U’—R. 
Показать эквивалентность следующих условий: 

(i) x — гомоморфизм алгебры И” в поле К. 

(ii) ХЕоЕ= ХЕ ® хр для любых конечномерных 4-модулей Е и Р. 


(Показать сначала, что условие (11) эквивалентно условию 
ees * * 
(ii’) x (9... b@d) =~ (64, ») х (8,, а)» где ack, b&E£E*, сЕР, а ЕЁ", 


и использовать то, что 9а,ь порождают (.) 

в) Пусть x — элемент алгебры U, удовлетворяющий условиям (i) и (ii) 
утверждения 6). Показать эквивалентность следующих условий: 

(iii) x переводит | алгебры U’ в единицу поля À. 

(iv) x = 0. 

(у) Если снабдить поле Ё структурой тривиального 4-модуля, то x, == 14. 

(vi) Для любого а-модуля Е эндоморфизм x, обратим. 

(Эквивалентность (iii) (iv) следует из того, что x — гомоморфизм 
алгебр. Однако %,=Ald, где A&R. Воспользовавшись @4-изоморфизмом 
Е ©Е-> Е, мы получаем, что Ах, =, для любого модуля E, и, в част- 
ности, полагая ЕЁ =, получаем, что ^? =. Случай À = 1 соответствует 
x 0, откуда следуют эквивалентность (iv) <= (У) и импликация (vi) > (v). 
Для доказательства импликации (v)=>(vi) надо показать, что если F — ду- 
альный к Е модуль, TO ‘x, 0X, = À Id) 


г) Пусть G — множество элементов из U, удовлетворяющих приведенным 
выше условиям (i) — (vi). Показать, что G — подгруппа в группе обратимых 


элементов из U. 

Пусть хе С. Если Е — конечномерный 4-модуль, то x, СЁ (Е). При- 
меним это к случаю, когда Е =а относительно присоединенного предста- 
вления. Следовательно, x, = GL (а). Показать, что x, — автоморфизм алгебры 
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Ли Ad (воспользоваться а-гомоморфизмом а © а -> а, заданным коммутиро- 
ванием). Таким образом, мы получаем гомоморфизм групп 9: G-> Aut (a). 
Если Е — конечномерный а-модуль, TO 


xp (у.е) =0(х) (y) . x, (2), me yea, ее Ё. 


(Воспользоваться а-гомоморфизмом AR) Е > Е, заданным действием а на E.) 
д) Главный антиавтоморфизм © алгебры U продолжается по непрерыв- 


ности до антиавтоморфизма U. Сопряженный эндоморфизм сохраняет U’ и 
индуцирует на U’ некоторую инверсию (Alg., chap. III, $ 11, exercice 4). 
Если хе С, то © (x) =х-'. 

e) Предположим, что алгебра Ли а полупроста !). Пусть n — нильпотент- 
ный элемент алгебры Ли а. Тогда существует, и притом только один, такой эле- 
мент e” из группы G, что (e?)„= exp (n,) для любого конечномерного а-мо- 
дуля Е. Мы получаем, что 9(е”) =ехр (ad п) = Aut (a); следовательно, 
Aut, (a) < v(G). 

Показать, что если 6 — подалгебра алгебры Ли a, образованная нильпо- 
тентными элементами, то 


en ет == ей (n,m) 


где п, me и где через À обозначен ряд Хаусдорфа (ra. II, $ 6). 


| 4] 26) Применим обозначения и результаты упражнения 25 к случаю 
а = 9 (расщепленный случай). 

а) Пусть x ©G и 0=v(x) —его образ в группе Аи (8). Если 9 — пред- 
ставление алгебры Ли 8, то представления P и PCO эквивалентны. Вывести 
отсюда (см. n°2, замечание |), что © принадлежит Aut, (g). Распространить 
этот результат на произвольные полупростые алгебры. 

6) Пусть феЕТр = Нощ (Р, №"), где P=P(R). Если Е есть 9-модуль, 


то пусть фр — эндоморфизм модуля E, ограничение которого на каждое 
подпространство E* (A<=P) является гомотетией с коэффициентом ф (À). 


Показать, что существует единственный такой элемент #(ф)е С, что 
(pP); =P, для любого модуля Е. (Воспользоваться упражнением 24 в) и 


характеризациями (ii) и (vi) из упражнения 25.) Таким образом, мы полу- 
чаем гомоморфизм À Гр > (. Показать, что гомоморфизм Ё инъективен. 


Воспользуемся этим гомоморфизмом для отождествления Гр с подгруппой 
группы G. Композиция Тр -> @ > Аш! ($) является гомоморфизмом, который 


в § 5, n°2, обозначен через fog. 
в) Пусть хеС — такой элемент, что GO —=u(x) принадлежит подгруппе 
(To) группы Aut, (g) ($5, n°2); иначе говоря, этот элемент тривиально 


действует на №. Обозначим через ф элемент из То = Нот (О. k*), соответ- 
ствующий элементу х. Доказать, что х принадлежит Гр. Последовательно 


доказать следующие утверждения: 
Bi) Если E есть $-модуль, TO x} — это Б-эндоморфизм модуля E 


(Воспользоваться 9-гомоморфизмом AR Е —>Е и тем, что X тривиально 


действует на D.) В частности, пространства Е" устойчивы относительно эндо- 
морфизма x. 


1) *В этом случае можно показать, что U’ — биалгебра алгебраической 
односвязной полупростой группы A, алгебра Ли которой равна 4, и что 
С — группа А-точек группы À. | 
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в2) Существует такой элемент феТ,, что для любого 3-модуля E и 
любого примитивного элемента е из Е веса A имеет место равенство 
x pe = (A) е. 

(Выбрать ф так, чтобы это равенство выполнялось, когда E — простран- 
ство, отвечающее фундаментальному представлению E (®а). Вывести отсюда 
доказательство для случая модулей E (A), À = Р++, воспользовавшись тем, 
что такой модуль вкладывается в ‘тензорное произведение модулей типа 
Е (@q). Перейти отсюда к общему случаю.) | 

вз) Выберем ф таким же, как в Be). Пусть Е — простой 9-модуль co 
старшим весом À, и пусть и — вес модуля Е; тогда А — це 0. Показать, 
что ограничение эндоморфизма XL на пространство Е" — гомотетия с коэф- 
фициентом $Ф(^)ф (и — À). (Доказательство проводится так же, как и 


в случае Bı)). 
By) Если A, ЦЕР-++ и если корень ae B не ортогонален ни к A, 


ни K U, TO 
Ф (Ав — а) =ф(^ + в) ф (— a), 


откуда следует, что ф (4) =1 (a). (Воспользоваться утверждениями Bo), вз) 
и тем, что модуль Е (^ +u—a) вкладывается в модуль E (A) GE (u), см. 
упражнение 17.) 

в5) Вывести из утверждения B4). что | Q =, и воспользоваться утвер- 
ждением вз) для доказательства того, что x = (Ф). 

г) С помощью гомоморфизма [ отождествим группу То с подгруппой 


группы Auts(g). Вследствие утверждения а) мы получаем, что 
Аше (3) = v(G) = Aut, (8), 


И ввиду в) имеет место равенство U (С) [] np Im (T p). Вывести отсюда, что 
Aut, (8) ПТо = Im (Тр) и что [(@) = Aut, (3) (см. $ 5, n°3). Следовательно, 
каноническое отображение 

: T [Im (Тр) > Aut, (g)/Aut, (9) 


— изоморфизм. 
д) Ядро гомоморфизма v: G-> Аш, ($) равно ядру гомомор физма 7’, + 
> Го; оно изоморфно 
Hom (P/Q, k*). 


Это конечная абелева группа содержащаяся в центре группы С, и ee поря- 
док делит (Р: О). Если поле k алгебраически замкнуто, TO она совпадает 
с пространством, дуальным к P/Q (Алг., гл. УП $ 4, n°8). 

е) Пусть а © R, Xu & 9° u X-,=g “ — такие элементы, что [Xe Х-а] = 
= — Но, и пусть Pg — соответствующее представление алгебры Ли 81 (2, k) 
в пространстве 9. Если E есть 9-модуль, то мы получаем ($ 1, n° 4) предста- 
вление группы Ли $1. (2, Е) в пространстве E u, следовательно (упражне- 
ние 256), в)), гомоморфизм 


Pa: SL (2, Е) > С. 


A (H 
Показать, что Im (Pa) содержит элементы из Гр вида At f а) t= k’, 


Вывести отсюда, что элементы Im (фа), а = В порождают группу С (показать 
сначала, что группа, которую они порождают, содержит Гр). В частности, 


группа G порождается элементами вида е", где neg’, ae BU—B. Произ- 

водная группа группы С совпадает с группой G. | x 
x) Если G’ — такая подгруппа группы С, что v (С’) = Aut, (g), то G’ =G 

(воспользоваться утверждением е)). | Е 
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3) Пусть Е — точный 3-модуль, и пусть Г — подгруппа группы P, поро- 
жденная весами модуля Е. Тогда РГР 0, см. упражнение 5. Показать, 
что ядро канонического гомоморфизма С -> (1. (Е) совпадает с подгруппой 
группы Гр, образованной элементами @, ограничение которых Ha подгруппу Г 


тривиально. Если, в частности, Г =P, то гомоморфизм G -> СЕ. (Е) инъекти-* 
вен. Если Г = О, то этот гомоморфизм разлагается в композицию 


В Aut. (9) > СТ. (Е) и гомоморфизм Aut, (9) > GL(E) инъективен. 


27) Пусть Q= P/Q. Если фе О и если Е есть 9-модуль, то обозначим 
через Ew прямую сумму пространств EN, где Лео. Тогда E= в En 
oEQ 
a) Показать, что Ey есть 9-подмодуль модуля Е. Выполняются равенства 


(Е*)о = (E-o)* и 
(Е®Рь= D Е ®Еь 
а--В=® 
где F — другой 8-модуль. 

6) Пусть x = Hom (©, k*) = Кег (Тр-> Го). Отождествим % с элементом 
ядра |: @ > АцЬ ($3), см. упражнение 26д). Показать, что действие X на 
модуле Ew является гомотетией с коэффициентом: % (6). 

в) Описать модули Ex. когда 9 = Sl (2, К). 


$8 


1) Пусть f — инвариантная полиномиальная функция на алгебре Ли $9. 
Показать, что функция f инвариантна относительно группы Аи (9) тогда и 
только тогда, когда [| инвариантна относительно группы Aut(R). Вывести 
отсюда, что если граф Дынкина системы корней Ю имеет нетривиальный 
автоморфизм, то существует инвариантная полиномиальная функция на ал- 
гебре Ли $3, которая не инвариантна относительно группы Aut (4). 


_ 2) Положим 9= 8 (3, k). Показать, что хн-> det (x) — инвариантная 
полиномиальная функция на $9, которая не инвариантна относительно группы 
Aut (8) (воспользоваться автоморфизмом x > — x). 

3) Пусть а — полупростая алгебра Ли и se Ац{ (а). Показать, что сле- 
дующие утверждения эквивалентны: 

(i) se Auty (а). 

(ii) ee $ действует тривиально на центре универсальной обер- 
тывающей алгебры U (а). 

(iii) Для любого x Ga существует такой te Auto (a), что tx == sx. 

(Воспользоваться предложением 6, чтобы показать, что (iii) => (i).) 


4) Показать, что в следствии 2 предложения 2 и в теореме 1 (11) можно 
ограничиться представлениями 0, веса которых — радикальные en (заметить, 
что ее | остается справедливым, если кольцо Ё [Р] заменить 
кольцом # [0], где Q — группа радикальных весов). 

5) Воспользуемся обозначениями из $ 6, 7. Пусть À е h*. Если (A+ р) — 
— и (Л-Но) 9, для любого w = У, w =- 1, то модуль 2 (A) прост. 

Понос ads следствием 1 (ii) из теоремы 2). 


6) Пусть a — алгебра Ли, f — полиномиальная функция на а, ах, у — эле- 
менты из алгебры Ли а. Положим fy = 6" (y) f (см. n° 3) и обозначим через D,f 
линейное отображение, касательное к отображению [ в точке x (гл. УП, 
дополнение I, n°2). Показать, что [и (x) =(Dxf)([x, y]). Вывести отсюда, 
что Когда | — инвариантная ‘функция, то отображение D,f обращается на 
пространстве Imad (x) в нуль. 
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7) “Пусть dy, ..., dj — характеристические степени алгебры /(9), см. 
гл. V, § 5, n°1. Для любого целого числа п >20 обозначим через rp число 
элементов степени й некоторого однородного базиса модуля $ (8) над J (8) 

OO 


(cm. n°3, замечание 2) и положим r (T) = > ’,Г”. Показать, что 
n=0 


i=l re 
r(Ty=(1—T)-% Па-т“*). me N=dimg,, 


i=] 


8) Положим [==то (9), N=dim(g). Если x @gQ, To определим &, (x), 
0O<i< М, по формуле 


N 
det (T + ad x) = >, oy, ean 
i=0 


Таким образом определенная функция а, является однородной полиномиаль- 


ной функцией степени / и инвариантна относительно группы Aut(g). Если 
хе) и ix<N-—I, то а, (х) есть Г-я элементарная симметрическая функция 


от a(x), x = К. В частности, а, _, (x) = II а (x). Построить пример, когда 
а = АЮ 

функции а, не порождают алгебру полиномиальных функций на алгебре Ли $, 

инвариантных относительно группы Aut ($). 


9) Обозначения те же, что и в n°5. Пусть eh", ге АД, 2’ — образ 
элемента = под действием главного антиавтоморфизма алгебры ИП (9) и 
wo =  — элемент, который переводит В в — В. Показать, что X (z) = 


et a (A) (2°). 

(Достаточно доказать утверждение при A = Р+- +. Затем надо рассмотреть 
действие элемента 2 на модулях E (À) и Е (^)* и воспользоваться предложе- 
нием 11 из $ 7.) 


10) (В этом упражнении, как и в трех последующих, мы воспользуемся 
обозначениями из $ 6.) Пусть AE 5*. 

а) Пусть N, №М’— такие 9-подмодули модуля Z(A), что N’ < Ми что 
фактормодуль N/N’ прост. Показать, что существует такой Bec цеЕЛ—О,, 


что фактормодуль N/N’ изоморфен модулю E (1) (применить теорему 1 из $ 6) 
и что и ое. (А - о) (применить следствие | из теоремы 2). 

6) Показать, что модуль Z (A) разлагается в ряд Жордана — Гёльдера. 
(Применить утверждение а) и использовать тот факт, что веса модуля Z (A) 
имеют конечную кратность.) 


11) Пусть À € H* и У — ненулевой $-подмодуль модуля Z (A). Показать, 
что существует такой элемент и = D", что модуль V содержит простой $-под- 
модуль, изоморфный Z (п). 

(Пусть А — множество таких элементов VE D", что модуль V содержит 
9-подмодуль, изоморфный 2 (у). Воспользовавшись предложением 6 из $ 6, 
надо показать сначала, что А = (7). Затем показать, что множество А конечно, 
и рассмотреть такой элемент д множества A, что (в —Q „)N A= {u}.) 


4 12) а) Пусть À, un е 5". Любой ненулевой g-roMomophusm модуля Z (п) 
в модуль Z(A) инъективен. (Воспользоваться предложением 6 из $ 6.) 

_ 6) Пусть r&N, À — конечное подмножество в N’, т = Саг4 (A). Для 
любого Ё= М’ пусть $ (&) — сумма координат вектора & и By (Е) — число 


таких наборов (Mg), д Неотрицательных целых чисел, что E= >, PG. 
aca 


Тогда P д (Е) < (5 (Е +1)” для всех Е SN’. (Доказать индукцией по т.) 
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в) Пусть А, neh” Показать. что dim Нот, (2 (u), Z(A)) < 1. (Пусть Ф\ 
и @2 — отличные от нуля 9-гомоморфизмы из модуля Z (р) в модуль Z (À). 
Если Im (ф!) = Im ($2), то ввиду предложения | (iii) из $ 6 гомоморфизмы Qj 
и ф> линейно зависимы. Предположим, что Im (9) == Im (Go). Если модуль Z (u) 
прост то сумма Im (m1) + Im ($2) прямая. Вывести отсюда, что $ (Е + A — p) > 
= 23 (Е) для любых Ёе= D”, откуда следует противоречие с утверждением 6). 
В общем случае воспользоваться упражнением 11.) 

Когда dim Hom, (2 (р), 2 (A)) =1, мы, допуская вольность в обозначе- 


ниях, пишем Z (и) CZ (A). 
г) Пусть уе = \*. Множество таких À е= h*, что Z (A — м) € Z (À), замкнуто 
в пространстве §* в топологии Зарисского. 


4 13) а) Пусть а — нильпотентная алгебра Ли, x = a,n EN, ре М. Тогда 
существует такое число LEN, что xlyı ... Yn Е И (а)х? для любых 


Yi, eo; Yn = a. 
6) Пусть A, це D" u a = В — такие элементы, что 


2 (Soh — 9) <Z (u— pe) CZ (A— 9). 


Предположим, что ЕР. Пусть р = À (На) EZ. Показать, что 
6,) если р < 0, то Z(A— р) CZ (SgA — о); 
62) если р > 0, то Z(Sgu— о} CZ (sa — о) = 2 (А — 0). 
(Воспользоваться утверждением а) и следствием | предложения 6 $ 6.) 
в) Пусть ле b*, а= Ю+ и m=A (Hu). Предположим, что т &N. Пока- 
зать, что 


й (Sgh — о) = 2 (A— 5). 


(Доказать сначала это утверждение для A & P, пользуясь утверждением 6); 
затем доказать общий случай с использованием упражнения 12г). !).) 


14) *Пусть a — полупростая алгебра Ли, Z (a) — центр алгебры U (a). 
Показать, что U (a) — свободный  (а)-модуль. (Заметить, что алгебра gr U (а) 
изоморфна алгебрам $ (а) и S(a*) и воспользоваться замечанием 2 из n°3.), 


Ч 15) Пусть x — приводящийся к диагональному виду элемент алгебры 
Ли 9 ($ 3, упражнение 10), а у — такой полупростой элемент этой алгебры Ли, 
что f(x) = f (y) для любой инвариантной полиномиальной функции | на 9. 
Показать, что существует такой автоморфизм $ = Aut, (9), что sy = x. (Заме- 
тить, что у эндоморфизмов ad x и ad у одинаковые характеристические много- 
члены, см. упражнение 8, откуда следует, что элемент у приводится к диаго- 
нальному виду. Благодаря упражнению 10 из $ 3 мы можем перейти к случаю, 
когда элементы X и у содержатся в подалгебре Картана h, и воспользоваться 
теоремой 1(1) и леммой 6 для доказательства того, что элементы хиу 
сопряжены относительно группы Вейля W.) 


16) Пусть à — полупростая алгебра Ли, x — элемент из à и Xs — полу- 
простая составляющая элемента X. Показать, что если | — инвариантная поли- 
номиальная функция на алгебре Ли a, то f(x) =f (xs). (Свести к случаю, 
когда функция f имеет вид x +> Trp(x)".) 

1) Подробности относительно упражнений 10—13 cm. в статье: Берн- 
штейн И. Н., Гельфанд И. М., Гельфанд С. И., Структура представлений, 
er вектором старшего веса, Функц. анализ., 5, вып. | (1971), 
стр. 1—9. 

В этой работе доказано также, что если À, A’ © h* — такие веса, 
что Z(A—p) CZ(A’ —p), то существуют такие Yi, ..., Yn = R+, что 


N= Sy 7 Sy, Sy À H (Sy, oe Sy A ) (Fy 44) EN при 0Sisn. Отсюда 


получается, что модуль Z (A — р) прост тогда и только тогда, когда À (На) & N° 
при всех AS А+. 
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17) Предположим, что поле К алгебраически замкнуто, и положим 
G = Aut, (8). Пусть x, уе 9. Доказать эквивалентность следующих условий: 

(i) Полупростые компоненты элементов X и у С-сопряжены. 

(ii) Цля каждой инвариантной полиномиальной функции | на $ имеет 


место равенство f (x) =f (y). 
(Воспользоваться упражнениями 15 и 16.) 


18) Пусть à — полупростая алгебра Ли, [ == го (а), [ — алгебра инвариант- 
ных полиномиальных функций нааи P;, ..., Ру — однородные элементы из J, 
которые порождают алгебру [. Функции P; определяют полиномиальное ото- 


бражение Р: a> kt. Если x Ga, то обозначим через D,P: а > Ё! линейное 
отображение, касательное к отображению Р в точке х (гл. УП, дополне- 
ние I, n°2). 

а) Пусть D — подалгебра Картана алгебры Ли an x = D. Доказать экви- 
валентность следующих условий: 

(i) отображение D,P |) — изоморфизм пространства 5 на kl: 

(ii) элемент x регулярен. | 

(Свести к расщепленному случаю. Выбрать базис в пространстве № и 
обозначить через d(x) детерминант матрицы, соответствующей в этом базисе 
отображению DxP|h. Показать с помощью предложения 5 из гл. У, $ 5, n°4, 


что существует такой элемент с = k*, для которого 4 (x)? = с II a(x), где a 
a=R 
пробегает множество корней К расщепленной алгебры Ли (а, §).) 

Если эти условия выполнены, то 4 = h PIm ad (x) и Ker DyP = Im ad (x) 
(воспользоваться упражнением 6, чтобы показать, что на пространстве Im ad (x) 
отображение D,P обращается в нуль). 

6) Показать, что множество элементов хе A, таких, что ранг отобра- 
жения Д»хР равен /, открыто и всюду плотно в dA в топологии Зарисского. 


§ 9 
Все рассматриваемые $-модули предполагаются конечномерными. 
1) Если т— целое число > 0, то dim E (то) = (m+1)%, где N = Card (R,). 


2) Показать, что существует, и притом только одна, такая полиномиаль- 
ная функция 4 на пространстве D*, что 4 (A) = dim E (A) для любого AS Py +. 
Степень этой функции равна Card (RL): Имеет место равенство 


d(wA—op)=e(w)d(A—o0), где ше, AEH’. 


В частности, функция At>d (A — 0)? инвариантна относительно №. Вывести 
отсюда, что существует единственный элемент и, принадлежащий центру 
алгебры 0 (8), для которого %, (и) =а (^)? при всех À < )* (применить 
теорему 2 из $ 8, n°5) Когда 9 = 81 (2, К), то и= С + 1, где С — элемент, 
определенный в упражнении 1 из $ 


3) Пусть k1, ..., kj — характеристические степени алгебры инвариантов 
группы W (гл. У, $ 5). 

а) Показать, что при всех / >] число таких i, что Е; > |, равно числу 
таких а= R +, Что (р, Н )=/ (Свести к случаю, когда система корней К 


неприводима, и воспользоваться упражнением 6 в) из гл VI, $ 4.) (См. $5, 
упражнение 5 ж).) 
6) Вывести из предыдущего формулу 
i=l 


I © Ha) =] — 1) 
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4] 4) Предположим, что алгебра Ли 9 проста, и обозначим через у такой 
элемент из R,, 4 что H,, — наибольший корень системы корней RY. Предста- 


вим Hy в виде Hy => faHa- Тогда (р, Hy) = 2. па =h—1, где h — число 


Кокстера системы а. R (ra. VI, § 1, n°11, Der 31). 
а) Пусть a&B. Показать, что для любого BER *, 


(Ga + о, He) А + па — 1, 


где равенство достигается при В ==. Вывести отсюда, что каждый простой 
множитель числа dim E (@а) не превосходит À + па — 

6) Предположим, что @а — не микровес, т. €. па >22. Пусть т е= (2, Na) 

ир=й- т—1. Проверить (cm. гл. VI, таблицы), что nr такой 

Е BER, ‚ для которого (Gy, Нв) = па и (p, H)=h—1—(n, — т); 
половина (Фа +9, Нв)==р. Вывести отсюда, что если р — простое 
число, то оно делит dim E (®а). (Заметить, что р не делит никакое из чисел 
(р, Hg), где В = К., см. упражнение 3 

в) Когда 9 — алгебра Ли типа Со (соотв. 2 Ез), то h=6 (соотв. 12, 30) 
и dim Е (@q) делится на 7 (соотв. на 13, 31). Когда 9 — алгебра Ли типа Е 
(соотв. Ё7) и @а He является микровесом, то dim Е (®а) делится Ha 13 
(соотв. на 19). 

4 5) а) Пусть aE R, x eg, ySq% и пусть E есть 9-модуль. Пока- 
зать, что для любого AS P 


ie (xy) | E*) == Tr (xy), о + A ([х, y]) dim E* 
Вывести отсюда, что 


DE (Lx, #1) dim (E*) .e* =(1 — e7*) À Tr ((xy),, JB") ce" 


6) Снабдим пространство h* невырожденной симметрической билинейной 
формой (+, .), инвариантной относительно W. Пусть А — такой эндоморфизм 


векторного пространства k[P], что А (е*) = (u, u)e" при всех и ЕР. Если 
a, БЕЁ[Р], то положим 


A’ (а, 6) =A (ab) — aA (5) — БА (а). 
Доказать, что 
А (J (e")) = (в, в) J (e"), ге peP, 
A’ (е^, et) =2 (A, 1) ertu где A, ЕР, 
A’ (ab, с) =a’ (6, с) + bA’ (а, с), где а, 6, cek[P]. 
в) Пусть А € Р++, с}, = ch (Е (^)) и 4==/ (еб). Доказать, что 
А (c,d) = (А р, À + р) cd. 


(Воспользоваться утверждениями, 2), 6), следствием предложения 7 из $ 6 
и формулой (3) из гл. VI, $ 3, n°3) 

г) Вывести из предыдущего и из предложения 9 (iii) § 7, n°2, другое 
доказательство формулы Г. Вейдя. 
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д) Для любого À * положим dim E* = т (A). Вывести из утвержде- 
ния а), что 


+ со 
Tr (xy), | Е”) = У, (А+ ia) (Lx, И] ) т (А + io), 
i=0 


+00 | 
>, (A+ ia) (Is И) m (à + ia) =0. 


i=—oo 


е) Пусть (., .) — невырожденная HHBAPHAHTHAH симметрическая били- 
нейная форма на алгебре Ли 9, ограничение которой Ha подалгебру Кар- 
tana D равно обратной форме к форме, выбранной выше. Пусть Г — coor- 
ветствующий элемент Казимира. Предположим, что модуль Е прост. Положим 
Е=\.1, где уе +. Пользуясь утверждением д) и предложением 6 из $ 2, 


n° 3, показать, что для любого À E D* имеет место равенство 


+ 00 
ут (A) = (^, Aym(A)-+ D D (A+ ia, a) m (À + ia), 
aeR i=0 
a также 4TO 


| Er 
vma)=A,MmM+ >» mA a+2 У D m (A+ ia) (A + io, a)= 


ER, ER, i=] 


+ со 
=(A,A+2p)m(A)+2 >» Ут(А- ia) (À + ia, a). 
x) Предположим, что модуль E прост, и пусть ® — его старший Bec. 
Вывести из утверждения e), что для любого À € b* 


+ со 
(юр O+p)—A+p,A+ 9))m(A)=2 >}, Ут (А+ ia) А+ ia, a). 


aeRy i=] 


(Напомним, что ввиду предложения 5 из $ 7 (© + p, © + p}) > (À + 9, A+ 9), 
если À — отличный от @ вес модуля Е. Предыдущая формула дает, таким 
образом, способ последовательного вычисления размерности т (À) !).) 

6) Пусть x +> x* — инволюция в алгебре R[P], которая переводит еР 
ве Р для любого pe P. 

а) Положим D == 4*4 = II (1 — e*). Показать, что d* = (—1)" d, где 

aeR 

N = Сага (К +). и, следовательно, D=(—1)% 42. 

6) Определим две линейные формы e и / на k[P] по формулам 


ё (1) =1, е (27) =0, где pe P — {0}, 


I(})=—e(D.f), где т== Сага (№). 


1 
m 
Показать, используя формулу 4 =1 (еб), что [ (1) =1 

') Подробности относительно этого упражнения см. в статье: Freuden- 


thal H., Zur Berechnung der Charaktere der halbeinfachen Lieschen Gruppen, 
Proc. Kon. Akad. Wet. Amsterdam, LVII (1954), 369—376. 
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в) Пусть AEP, ис, = Е (A) = 1 (е^+6)/4. Показать, что / (с, ) =0, 
если À Æ 0. en tres проводится так же, как и доказательство утвер- 
ждения 6).) 

г) Показать, что форма J принимает целые значения на подалгебре 


7 [P]” = ch R(g) алгебры k[P]. Если Е есть 9-модуль, TO размерность под- 
пространства инвариантных относительно 9 элементов в ЕЁ равна / (ch Е) 
(Свести к случаю, когда Е прост, и использовать 6) и в).) 

д) Доказать, что dim Ё = > 1 (сх ch E) d(A), где а (A) = dim Е (A). 
| NEP + 
В частности, Е 
I (cie) = Saw если A, ве eee 


- 6). Если À, в, vG P44, To целое число m(A, и, v) из предложения 2 
* à es 
равно / CUS! Вывести отсюда тождество 


аа = > m(A, pn, v)d(v), Lu veP++ 
УР. + 


(Применить утверждение д) к 3-модулю Е =Е (^) © Е (u).) 
Ч 7) Воспользуемся обозначениями из доказательства теоремы 2. 
° a) Показать, что | 


fo (J (e")) = II (eUla) T2_,-Wla) TR), 


6) Выберем в качестве (.|.) каноническую билинейную форму Фр 


(гл. VI, $ 1, n° 12). Показать, что 
jo (I (e")) =a ит" (1+3 + (ui) (mod rR ITD 
где dy =. Er (u | а). | 


ack, 


-B) BsiBecru из ‘утверждения 6) и из равенства I (е^+°) = ch (E). J (еб) 
формулу 


У (lp)? dim Et = dim = (4 A+ 2p) 
ue P 


+ Г) Предположим, что алгебра Ли 9 проста. Показать, что (ф |0) = dim g/24 
(Применить утверждение в), взяв в качестве А, наибольший корень системы А, 
и воспользоваться упражнением 3. из $ 6.) 

Ч 8) Пусть ф — полиномиальная функция на пространстве D* степени г. 
Показать, что существует единственная полиномиальная функция Ÿ Ha про- 
странстве D*, инвариантная относительно и степени. Gr, для которой 


> Ÿ mee dim В“ == (1 + eh di dim E 
i) | 


при любом простом 9-модуле Е со Ya par весом A. 

(Исследовать сначала ‘ényuañ. ф (в) ==-(ц | у)’, где вес ve P He ортого- 
нален никакому корню; для этого воспользоваться гомоморфизмом hy. H3 
доказательства теоремы 2, а также предложением 5 (i) из гл У, $5, n°4.) 

Воспользуемся обозначениями H3 ГЛ. VE, таблица [, для алгебры Ли. g 
типа‘ А. Пусть n, р — целые числа > 0. 
а) % (na; + раз) = 1 + inf (n, р). 
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6) Пусть À = nö, + p@2. Тогда dim E (A) =F (nt П (p + 1) (an + p+ 2). 


Кратность веса 0 в модуле E (À) равна 0, если À — не радикальный вес, т. е. 
если И5Ер (mod 3), а если ^—радикальный вес, то кратность равна | + inf (п, р). 
10) Воспользуемся обозначениями из гл. VI, таблица II, для алгебры 
Ли 9 типа Ba. Пусть п, р — целые числа > 0. 
а) Имеют место равенства 


$ (na, + р (a; + 2a2)) =1 +t р +3) 
$ (паз + р (ви + а2)) = [p?/4] + p +1, 
$ (п (os + 92) + p (a + 20,)) = [n?/4] +a +1 + np p(p +3) 


6) Пусть A=n (a; + G2) + p (а, + 202). Кратность веса 0 в модуле E (A) 
paBHa 
[1/2] + 1 + пр + р. 


11) Предположим, что алгебра Ли $ не является произведением алгебр 
ранга 1. Пусть n = М. Показать, что существует простой $-модуль, у KOTO- 
рого есть вес кратности > п (Предположить, что утверждение неверно. 
Пусть En — простой модуль, отвечающий старшему весу А = P14, Сравнить 
dim Е» и число различных весов модуля Е», когда (À | À) > co (обозначения 
из теоремы 2).) 


12) Пусть U® — централизатор подалгебры Картана D в алгебре U (9). 
Если ранг алгебры Ли g равен 1, то Ut — коммутативная алгебра. Если 
ранг алгебры Ли 9 не меньше 2, то у алгебры U° существуют неприводимые 
представления сколь угодно большой конечной размерности. (Воспользо- 
ваться упражнением 11, а также упражнением 23 а) из $ 7.) 


13) Пусть Ю — система корней в векторном пространстве У. Два эле- 
мента 9; и 92 из пространства У называются разъединенными, если система 
R — прямая сумма двух таких систем корней Rı и Ro (гл. VI, $ 1, n°2), что 
векторы 9, принадлежат векторным подпространствам пространства У, поро- 


жденным системами R;, {= 1, 2. Показать, что два. элемента пространства Ув P 


принадлежащие одной камере системы À, будут разъединенными тогда и 
только тогда, когда они ортогональны. 


4 14) а) Пусть и, уЕР++ иу- вес модуля E (р). Пусть од — пред- 
ставление алгебры Ли $ в пространстве E (u). Пусть Хае 9" — {0}, Уч = 


ЕЗ %— {0} Если ae В, то положим Va =v (На) и 
+1 
E* (р, у) =Е(ш)УП [] Ker py (Xa), 
‚ aeB 
bis у vor. 
EW (u,v) =E(w)¥ 0 [] Ker oy (Yo) <", 
acB 
d (р, y, у) = dim E* (р, у, v), 
d („vv)=dimE (u, y, v). 


Для любого À € h* положим A* = — шой, где Wo — элемент из группы W, 
который переводит В в — В Показать, что | 


4” (wyv)=d (wy — y, v'). 
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6) Пусть Ay, À, = Pis У есть 9-модуль Hom, (Е (A;), Е ( ho))s U — мно- 
жество таких ee 2 что У. ф=0 при любых а & В, и ш — примитивный 


вектор из модуля Е À). Показать, что отображение p+—> p (м рено ИЗМ 
| 


hy +1 
множества U на множество таких векторов 9 SF (^.), что Уз 1 (Ha) .o=0 


при всех а = В. (Для доказательства сюръективности нужно one 
упражнением 15 из $ 7.) 
в) В обозначениях из предложения 2 доказать, что если Ay, A, ASP++4, TO 


т (^ Ay À) = ат (A, Ay u м, м) = d7 (A, A, = à, м) == 
= 4 (Ay, A — Ay, Ay) = d~ (Ay, Ay — A", AQ). 


(Заметить, что число т (Аи, Ag, À) равно размерности пространства $-инва- 
риантных элементов в пространстве 


Е (^)" © Е (A) @ E (Az), 


* 
и, следовательно, совпадает с т (As, À, Au): ) ру 
г) Пусть Ay, Ao Е P44, и пусть А — единственный элемент множестве. 
Р+ + ПУ. (^, — Ag). Тогда 
т (№, А», A) =1. 


(Воспользоваться утверждением B).) Вывести отсюда, что модуль E (A,)@E (Az) 
содержит, и притом только один, подмодуль, изоморфный модулю E (A). 

д) Сохраним обозначения утверждения г). Показать эквивалентность сле- 
дующих a 

(i) A=A, +A 

(ii) ПА = + 2} 


(iii) Beca A, u hy ортогональны, 


(iv) веса A, и À разъединенные (упражнение 13), 


(У) веса A; и Ag разъединенные. 

Вывести отсюда, что модуль E (A1) @ Е (Az) прост, только если веса Ayo+ 
и À2 разъединенные (откуда следует другое доказательство упражнения 18 е) 
из § 7 


15) Положим N=Card(R4), c= |] (p, Но) nd(A)=dimEr если - 
ack, 
ЛЕР- +. Показать, что для любого вещественного числа $ > 0 - 


у am <> à #7 | 


ASP, m=1 


Вывести отсюда, что >, da)" < + оо, если $ > 1. 
NEP + 


4 16) а) Пусть Я — алгебра Ли типа Fy. Воспользуемся обозначениями 
из гл. VI, таблица VIII Если i=1, 2, 3, 4, то положим 


of ee N(® i бы 
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Множество весов модуля E(® ;) — несвязное объединение элементов Wa, где 
@ пробегает множество #; (см. $ 7, предложение 5 (iv)). Тогда 

#, = {0, Gi, O4}; 

. = {0, Gi, Gr, Os Gp O1 + Ga 204}; 

#3 = {0, G1, Os, Ga}; 

1 = {0, 4}. 


6) С помощью теоремы 2 показать, что | 
dim E (@,) =52, dim Е (62) = 1274, 
dim E (@3) = 273, dim E (@4) = 26. 


в) Воспользовавшись предложением | из гл. V, $ 3, и таблицами из 
гл. УГ, показать, что 


Card (Wö,) = 2739-3 (3!) 1 = 24. 


Вычислить также Card (Wü), ..., Сага (W .2&4). Вывести отсюда, что число 
весов модуля Е (62) равно 553; так как это число строго меньше dim E (62), 
то кратность одного из этих весов не меньше 2. 

г) Провести аналогичные. вычисления для весов @1, @3, @4 Вывести от- 
"INA, воспользовавшись упражнением 21 из $ 7, что если р — простое нену- 

свое представление алгебры Ли 9, то у представления рф есть вес, кратность 

которого не меньше 2. 

д) Доказать аналогичное утверждение в случае простой алгебры Ли 
типа Ee. 

e) Пусть a — расщепляемая. простая алгебра Ли. Вывести из утверждений 
г), д) и предложений 7 и 8 из $ 7 эквивалентность следующих условий: 

(1) у алгебры Ли а имеется простое ненулевое представление, все веса 
которого имеют кратность 1, 

(ii) тип алгебры Ли а не равен ни Fy, ни Es. 


$ 10 


1) Пусть 8 = 81 (2, Е) и 9== 8 (3, Е). Отождествим 8 с подалгеброй Ли 
алгебры Ли 9 с помощью неприводимого представления алгебры Ли 8 сте- 
пени 3. Показать, что все подпространства пространства $, содержащие ал- 

Spy Ли 8 и устойчивые относительно ad, 8, совпадают или салгеброй Ли 3 


или с алгеброй Ли 9. Вывести отсюда, a 8 — максимальная среди отлич- 
ных OT 9 подалгебр Ли алгебры Ли g. 


2) Пусть т =+ (dim (g) + rg(g)). Размерность любой разрешимой под- 


алгебры алгебры Ли 9 не превосходит M; если она равна M, то это подал-- 
гебра Бореля. (Свести к случаю, когда поле алгебраически замкнуто, и BOC- 
пользоваться теоремой 2.) 


3) Предположим, что поле А равно В, С или полному недискретному 
ультраметрическому полю. Снабдим грассманиан С ($) векторных подпро- 
CTPAHCTB пространства 3 естественной структурой аналитического многообра- 
sun над k (Мн. Св.. pes., 5.2.6). Рассмотрим подмножества в G (9), образован- 
ные 


(i) подалгебрами, | 

(ii) разрешимыми подалгебрами, 

(iii) нильпотентными подалгебрами, 

(iv) подалгебрами, образованными нильпотентными элементами, 
(У) подалгебрами Бореля. 


11 Бурбаки 
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Показать, что эти множества замкнуты (для доказательства этого утвер- 
ждения в случае (у) воспользоваться упражнением 2). Вывести отсюда, что 
когда поле К локально компактно, то эти множества компактны. 

Показать на примерах, что подмножества в С ($), образованные 

(vi) подалгебрами Картана, 

(vii) редуктивными подалгебрами алгебры Ли $, 

(viit) полупростыми подалгебрами, 

(1х) разделяющими подалгебрами, 
не обязательно замкнуты, даже когда k == С. 


4) Предположим, что А = С. Пусть @ = Int (g) = Aut, (9), и пусть В—ин- 
тегральная подгруппа в группе С, алгебра Ли 6 которой является подалгеброй 
Бореля алгебры Ли 9. Показать, что В — нормализатор подалгебры D в 
группе С (воспользоваться упражнением 4 из $ Зи упражнением 11 из $ 5). 
С помощью упражнения 3 вывести отсюда, что G/B — компакт. 


5) Предположим, что алгебра Ли g расщепляема. Если D — расщепляющая 
подалгебра Картана в алгебре Ли g, то обозначим через E (5) подгруппу 


группы Ац (9), порожденную элементами ead*X хе g%(h), aS R(g, Б), см. 
гл. УП, $ 3, n°2. 

а) Пусть 6 — подалгебра Бореля алгебры Ли 8, содержащая подалгебру 
Картана D, и пусть D, — подалгебра Картана алгебры Ли 6. Показать, что 
подалгебры D: и D сопряжены с помощью элемента из E (h). Вывести отсюда, 
что Е (5) =E ())). 

6) Пусть 5’ — расщепляющая подалгебра Картана в алгебре Ли 9. Пока- 
зать, что Ё (3) =Е (b"). (Если 6’ — подалгебра Бореля, содержащая 5, то 
выбрать подалгебру Картана D, в алгебре Ли 6 ПБ’ и применить утвержде- 
ние а), чтобы доказать равенство Ё (5) = E (h,) =Е (5’).) 

в) Пусть x — нильпотентный элемент в алгебре Ли 9. Показать, что 


ead* = Е (В). (Воспользовавшись утверждением 6) и следствием 2 теоремы 1, 
свести к случаю, когда x = {[b, 6].) Вывести отсюда, что E (5) = Aut, (9). 


6) (а) Показать эквивалентность следующих условий: 

(i) в алгебре Ли 9 нет нильпотентных элементов # 0, 

(ii) в алгебре Ли 9 нет параболических подалгебр, отличных OT 9. 

(Воспользоваться следствием 2 теоремы 1.) 

Такая алгебра называется анизотропной. 

6) Пусть ÿ — минимальная параболическая подалгебра алгебры Ли 9, 
+ — радикал вфи 8 =}/х. Показать, что алгебра Ли 3 анизотропна. (Заметить, 
что если 9 — параболическая подалгебра алгебры Ли 8, то прообраз алгебры 
Ли А г p — параболическая подалгебра алгебры Ли g, см. упражнение 5 a) 
из § 3. 


4 7) а) Показать, что следующие свойства поля À эквивалентны: 

(i) Любая анизотропная полупростая алгебра Ли над À (упражнение 6) 
равна 0. 

(ii) Любая полупростая алгебра Ли над À содержит подалгебру Бореля. 

(Воспользоваться упражнением 6 для доказательства импликации (i)=>(ii).) 

6) Показать, что из условий (i) и (ii) вытекает следующее условие !): 

(iii) Любая конечномерная алгебра над À, являющаяся телом, есть поле. 
(Или: группа Брауэра любого алгебраического расширения поля k равна 0.) 

(Воспользоваться алгеброй Ли, состоящей из элементов такой алгебры, 
приведенный след которых равен нулю.) 

в) Показать. что условия (i) и (ii) следуют из условия 


I) На самом деле условие (iii) эквивалентно условиям (i) и (ii). См. по 
этому поводу Steinberg R., Regular elements of semisimple algebraic groups, 
Publ. Math. I. H. E. $., XXV (1965), 49 — 80. 
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(iv) Для любого конечного набора таких однородных многочленов fg = 
ЕР [(^):=!| степени > 1, что >, deg f, < Сага (Г), существуют такие эле- 


Qa 
менты х; € №, не все равные нулю, что [, ((х;); =!) = 9 при всех a. 
(Воспользоваться предложением 5 из $ 8.) 


§ 11 


1) Пусть 9 = 81 (2, Е). Положим G = Aut, (9); эта группа отождествляется 
с PSL; (À), см. гл. VII, $ 3, n° 1, замечание 2. 
а) Доказать, что любой нильпотентный элемент из 4 С-сопряжен с эле- 


0 A м 
ментом ( оо ) при некотором A E k. Такой элемент является главным тогда 
и только тогда, когда он ненулевой 
0A 0 
6) Элементы Fr “4 и & г. где A, wek*, С-сопряжены тогда 


и только тогда, когда элемент A lu является квадратом в поле k. 
в) Каждый простой элемент алгебры Ли 9 С-сопряжен с элементом 


(0 1) 
0 —1 7" 
0 1 0 0 
2) Пусть А (о > B=(, ae Тогда А — нильпотентная матрица, 


а АВ — нет, и 


Вывести отсюда, что лемма 5 не обобщается на поля характеристики 2. 


3) Пусть $ — радикал алгебры Ли 9 и $ == 9/%. Показать эквивалентность 
следующих условий: 

(i) алгебра Ли 9 не содержит 8[.-троек; 

(ii) алгебра Ли 8 не содержит 8{.-троек; 

(111) алгебра Ли 8 анизотропна ($ 10, упражнение 6); 

(iv) алгебра Ли 8 не содержит отличных от нуля элементов, которые 
приводятся к диагональному виду ($ 3, упражнение 10). 

(Воспользоваться предложением 2 и упражнением 10 a) из $ 3.) 


4) Пусть У — векторное пространство размерности п >22, 9== 8 (У) 
и группа Ли G = PGL (У) отождествляется с группой автоморфизмов алгебры 
Ли 9. Произвольная 8[.-тройка в алгебре Ли g снабжает У структурой точ- 
ного 81 (2, А)-модуля, и, наоборот, каждая такая структура доставляет 8{>- 
тройку; 8{.-тройка является главной тогда и только тогда, когда соответ- 
ствующий 31 (2, Ё)-модуль прост; две 8{›-тройки С-сопряжены тогда и только 
тогда, когда соответствующие 81 (2, )-модули изоморфны. Вывести отсюда, 
что классы С-сопряженности 8&›-троек алгебры Ли $9 взаимно однозначно 
соответствуют таким наборам неотрицательных целых чисел (пи, Ma, ...), Что 


m,+2m.+3m,+ ... =n um, <n. 


Ч 5) Предположим, что алгебра Ли 9 полупроста. Пусть а — подалгебра 
алгебры Ли 9, редуктивная в алгебре Ли 9, имеющая тот же ранг, что и Q, 
и содержащая главную 81.-тройку алгебры Ли 9. Показать, что a == 9. 


Ч 6) Предположим, что алгебра Ли 9 абсолютно проста, и обозначим 
через A ее число Кокстера. Пусть х — нильпотентный элемент в алгебре Ли 3. 


Показать, что (а4 xh! = 0 u что (ad x)??-2 % 0 тогда и только тогда, когда 
X — главный нильпотентный элемент. (Свести к случаю, когда алгебра Ли A 


Il* 
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расщепленная, a х содержится в подалгебре N+ из предложения 10. Воспро- 
извести доказательство предложения 10.) 


di 7) Предположим, что алгебра Ли 9 полупроста. Пусть x — нильпотент- 
ный элемент из 9. Чтобы элемент X был главным, необходимо и достаточно, 
чтобы он содержался в подалгебре Бореля алгебры Ли 9, и притом только 
в одной. (Свести к случаю, когда поле А алгебраически замкнуто. Восполь- 
зоваться предложением 10, а также предложением 10 из $ 3, n°3.) 


8) Для того чтобы в полупростой алгебре Ли была главная 8{.-тройка, 
необходимо и достаточно, чтобы алгебра Ли была ненулевой и содержала под- 
алгебру Бореля. 


9) Предположим, что алгебра Ли 9 полупроста. Пусть N (соотв. P) — 
множество нильпотентных (соотв. главных нильпотентных) элементов алгебры 
Ли 9. 

а) Показать, что Р — открытое подмножество в множестве N в топологии 
Зарисского (воспользоваться упражнением 6). 

6) Предположим, что алгебра Ли 9 расщепляема. Показать, что мно- 
жество Р всюду плотно в множестве N. (Воспользоваться предложением 10 
и следствием 2 теоремы | из $ 10.) 


10) Предположим, что 9 — полупростая расщепляемая алгебра Ли. Пусть 
(x, №, y) есть 8.-тройка в алгебре Ли $9. 
.. а) Показать, что существует подалгебра Картана D алгебры Ли 9, содер- 
жащая элемент A. (Воспользоваться упражнением 10 6) из $ 3.) 

6) Выберем D, как в утверждении а). Показать, что тогда h © hq и-что 


существует такой базис B системы корней А ($9, 9), для которого а (1) = 
= {0, 1, 2} при всех а © В (см. предложение 5). Элемент X принадлежит под- 


алгебре Ли алгебры Ли 9, порожденной пространствами 9“, a е В. 

в) Вывести из утверждений а) и 6) и теоремы Джекобсона — Морозова 
новое доказательство того, что каждый нильпотентный элемент алгебры Ли 9 
содержится в подалгебре Бореля (см $ 10, следствие 2 теоремы 1). 


Ч 11) Пусть (x, A, у) — главная 8-тройка в полупростой алгебре Ли 9. 
Снабдим 9 структурой 31 (2, ^)-модуля, BUDFIERERWOR этой тройкой. Показать, 


что так определенный модуль изоморфен & У (2k, — 2), где R, — характери- 
i=] 

стические степени алгебры инвариантных полиномиальных функций на алгебре 

Ли 9. (Свести к случаю, когда 9 — расщепляемая простая алгебра Ли. Вос- 

пользоваться следствием | теоремы | из $ 8, n°3, и упражнением 6 в) из 

ra. VL S4N) 


Ч 12) Предположим, что алгебра Ли 9 полупроста. Пусть xe&g us 
(соотв. 1) — полупростая (соотв. нильпотентная) составляющая элемента X. 
Пусть ах (соотв As) — централизатор элемента x (соотв. $) в 8. 

а) Показать, что rn — нильпотентный элемент полупростой алгебры D (as) 
и централизатор элемента п в As равен Az. Вывести отсюда, что dimay < 
< dims, если п 52 0, T. е. если x — неполупростой элемент. 

6) Показать, что dim ах = ге (4) тогда и только тогда, когда п — главный 
нильпотентный элемент в D (as). | 

в) Положим G = Aut, (9). Показать, что для всех А = À существует такой 


элемент 0, = G, что O,x = S + An (Если п #0, показать, что существует 


1) Подробности относительно упражнений 6 — 11 см. в статье: Kostant В. 
The principal three-dimensional subgroup and the Betti numbers of а complex 
simple Lie group, Amer. J. of Math., LXXXI (1959), 973 — 1032. 
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такая 8{-тройка в алгебре Ли Gs, простая компонента которой равна п, 
и вывести отсюда, что имеется гомоморфизм @: SL (2, Е) > G; в качестве (UPS 


взять образ под действием ф подходящего диагонального элемента из группы 
SL (2, k)). Вывести отсюда, что элемент $ принадлежит замыканию множества 
G.Xx в топологии Зарисского. 

г) Показать, что если элемент х не полупрост, то он не принадлежит 
замыканию множества G.S в топологии Зарисского (воспользоваться нера- 
венством dima, < dim @s, см. утверждение а)). 

д) Предположим, что поле R алгебраически замкнуто. Доказать экви- 
валентность следующих условий: 

(1) элемент х полупрост; 

(ii) множество G . X замкнуто в 9 в топологии Зарисского. 

(Импликация (11) = (1) следует из утверждения в). Если условие (i) 
выполнено и если х’ принадлежит замыканию множества С . X, то упраж- 
нение 15 из $ 8 показывает, что полупростая компонента $’ элемента x’ 
принадлежит С.х, так что элемент X’ принадлежит замыканию множества 
G.s’. Доказательство завершается применением утверждения г) к элемен- 
там x’ u s’.) | 

е) Предположим, что поле К алгебраически замкнуто. 

Пусть Fy — множество таких элементов у & 9, что f (x) =|(у) для каждой 
инвариантной полиномниальной функции [ на алгебре Ли 9. Включение y = Fx 
имеет место тогда и только тогда, когда полупростая составляющая эле- 
мента у С-сопряжена с элементом $ ($ 8, упражнение 17). Показать, что 
Ех — объединение конечного числа орбит группы С и их число не превосхо- 


дит 3/, где I(x) — ранг алгебры Ли 9 (as). Только одна из этих орбит 
замкнута — это орбита элемента $, и только одна из орбит открыта в Fy — 
это орбита, образованная такими элементами у © Fy, что dimay == ге (9). 


13) Предположим, что алгебра Ли 9 полупроста. 

а) Пусть (x, À, у) — главная 8[.-тройка в алгебре Ли 9, и пусть b — под- 
алгебра Бореля, содержащая элемент х (упражнение 7). Показать, что 
алгебра Ли 6 содержится в Imad x. 

6) Предположим, что поле Rk алгебраически замкнуто. Показать, что 
для любого элемента = из алгебры Ли 9 существуют такие x, [= 9, где 
х — главный нильпотентный элемент, что г = [х, Й (применить утверждениеа) 
к подалгебре Бореля, содержащей элемент 2). 


14) Предположим, что алгебра Ли 9 полупроста. Пусть p — параболи- 
ческая подалгебра алгебры Ли 9, и пусть р и |5 — два гомоморфизма 
алгебры Ли § в конечномерную алгебру Ли. Показать, что из соотношения 
fi|~=felp следует, что р —f2 (Свести к случаю, когда алгебра Ли 9 
ee а затем к случаю 9 == 81 (2, Е) и воспользоваться леммой | 
из n° I. | 


di 15) Предположим, что алгебра Ли 9 полупроста. 

а) Пусть х — нильпотентный элемент алгебры Ли 9. Показать, что эле- 
мент X содержится в Im (ad x)? (воспользоваться предложением 2). Вывести 
отсюда, что из равенства (ad x)? = 0 следует x — 0. 

6) Пусть (x, A, y) есть 85-тройка в алгебре Ли 9, и пусть 8 == Ах QO 
ФАР СФ Ру. Доказать эквивалентность следующих условий: 

(i) Im fat xz)?—= 2. x: 

(ii) 3-модуль 9/8 равен прямой сумме модулей размерности | и 2; 

(111) единственные собственные значения эндоморфизма ad, h, отличные 
‘ot 0, Ти —1, равны 2 и —2, а их кратности равны 1. | 

в) Предположим, что 9 — расщепляемая простая алгебра Ли. Пусть 
h — расщепляющая подалгебра Картана в алгебре Ли 9, В — базис системы 
корней А (4, §) u y — старший корень системы R (9, 5) относительно базиса В. 
Пусть (x, A, у) — такая 8[-тройка, что h = D, и a (1) 20 при всех а= В 
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(см. предложение 5). Показать, что условия (i), (ii), (iii) утверждения 
6) выполнены тогда и только тогда, когда À =Ну; в этом случае XS д’ и 
+ 
yES | 
г) Сохраним предположения утверждения в) и положим С == Auto (9). 
Показать, что 8.-тройки, удовлетворяющие условиям (i), (ii), (iii), С-сопря- 
жены (воспользоваться упражнением 10). Пусть х — ненулевой нильпотентный 
элемент алгебры Ли 4, удовлетворяющий условию (1); показать, что замы- 
кание множества G.X в топологии Зарисского равно {0}UG . x. 


16) Пусть (x, A, y) есть 8.-тройка в алгебре Ли 9. Показать, что если 
—2 — квадрат в поле Rk, то элементы х—у и A сопряжены с помощью 
элемента из группы Auto ($) (свести к случаю, когда 9 == 81 (2, k)). Вывести 
отсюда, что если алгебра Ли 9 полупроста, то элемент X — у полупрост 
и регулярен тогда и только тогда, когда элемент A регулярен. 


4 17) Пусть (x, A, y) — главная 81.-тройка полупростой алгебры Ли 9. 
Обозначим через $, для любого i = Z собственное подпространство эндо- 
морфизма ad А с собственным значением i. Имеет место равенство § = a Le 

[ЕЁ 
и $, =0, если i нечетно. Прямая сумма В алгебр Ли g,, i >0, — подалгебра 
Бореля алгебры Ли 9, и 90 — подалгебра Картана. 

а) Показать, что при всех ге централизатор элемента y +2 в алге- 
бре Ли 9 имеет размерность [ == го (9). 

6) Пусть / — алгебра инвариантных полиномиальных функций на 9 
и P,,..., P; — однородные элементы алгебры /, которые ее порождают. 
Положим deg(P,)=k,=m,-+ 1. Показать, что базис централизатора с 
элемента x в алгебре Ли g равен x, ...,X), где х; = Som, (см упражне- 
ние 11). 

в) Пусть ill, Г), и пусть J, (соотв. K,) — множество таких элементов 


Г е (1, Г), что т, = m, (соотв. т, < т;). Пусть i, R(X, ..., Ху | — такой 
многочлен, что 


jul 
Г. (а... а) =Р; (, 2 7) ss (a) ek. 
j=l 


Показать, что многочлен |}, — сумма линейной формы Г, от элементов Хр 
j & J,, и некоторого многочлена от переменных X, j=K,. (Если tek", то 


автоморфизм алгебры Ли 9, который равен {* Ha пространстве 9, принад- 


ed 2m 
лежит Auty(§) и переводит элемент y Bf 2, а элемент х, в t Ix Boc- 


пользоваться инвариантностью многочлена P; относительно этого ABTOMOP- 
физма.) 

г) Пусть Р — отображение алгебры Ли 9 8 kl, определенное с помощью 
многочленов Р,. Если 2@ 9, то обозначим через О.Р: g -> k! линейное ото- 
бражение, касательное к отображению Р в точке г (ra. VII, дополнение I, 
n° 2). 

Показать, что СП] [п а4 (у — x) =0 (разложить алгебру Ли 9 в прямую 
сумму простых подмодулей относительно подалгебры, порожденной данной 
85>-тройкой). Вывести отсюда, что ограничение а на алгебру Ли с — 


изоморфизм пространств си kl (воспользоваться предыдущим упражнением, 
а также упражнением 18) а) из $ 8). Показать, воспользовавшись этим 
результатом, что определитель линейных форм Lj, определенных в утвер- 
ждении в), отличен от нуля, откуда вытекают следующие результаты: 
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г) многочлены |, ..., | алгебраически независимы и порождают ал- 


гебру R[X, ..., Al; 

Г.) отображение ==> P(y +2) алгебры Ли с в № полиномиально и 
биективно, и обратное отображение тоже полиномиально: 

r3) для любого 2=y+C линейное отображение DzP|c имеет ранг J. 

В частности, отображение Р: 9-> k! сюръективно. 

д) Если поле № алгебраически замкнуто, то каждый элемент алгебры 
Ли 9 централизатор которого имеет размерность [, сопряжен с помощью 
группы Auto (9) с одним и только одним элементом из множества у + с. 

е) Привести пример простой алгебры Ли, которая не содержит главной 
8[.-тройки и для которой отображение Р не является сюръективным (поло- 
жить  =Ви [=1]). 


$ 13 


1) Доказать, что ниже перечислены все расщепляемые простые алгебры 
Ли, размерность которых < 80: 


3 (A, resi B; = (C)), 8 (42), 10 (В. = Co), 14 (G2), 15 (Аз == Ds), 21 (Bs H C3) 
24 (A), 28 (04), 35 (As), 36 (By и Cy), 45 (Ds), 48 (A), 52 (F4), 
55 (Bs u Cs), 63 (A,), 66 (De), 78 (Bs, Ce u Ee), 80 (A3). 

2) Пусть (9, D) — расщепленная простая алгебра Ли и В — базис сис- 
темы корней Ю (9, 9). Тогда простые $-модули E (A), À € Р++ — {0}, мини- 


мальной размерности — это Te, у которых А — один из следующих фунда- 
ментальных весов: 


0, (A,); ©, И oF (A, 122); 0, (B, И С, [> 2); Ö, ®, 
&1 (Dj, 125); @1n @e (E6); @7 (Er); ©, (Es); @4 (Fa); ©, (G2) 


Два таких модуля получаются друг из друга автоморфизмом алгебры JIn 9. 
Алгебра Ли типа Ез — единственная, для которой минимальную размер- 
ность имеет присоединенное представление 


и ®, (D,); 


3) а) Построить изоморфизм алгебры Ли 81 (4, k) и ортогональной ал- 
гебры Ли 0 (6, К). (Воспользоваться тем, что представление No из n°] 


(У) — ортогональное представление размерности 6.) Доказать, что два типа 
неприводимых представлений размерности 4 алгебры Ли 81 (4, №) соответ- 
ствуют двум полуспинорным представлениям алгебры Ли о. (6, К). 

6) Построить изоморфизм алгебры Ли &} (4, Е) и ортогональной алгебры 
Ли 0. (5, Е). (Воспользоваться тем, что представление 02 из n°3 (V) — орто- 
гональное представление размерности 5.) Доказать, что неприводимое пред- 
ставление размерности 4 алгебры Ли Sp (4, Е) соответствует спинорному 
представлению алгебры Ли 0, (5, №). 


в) Построить изоморфизм 81 (2, Е) X 81 (2, Е) > 0. (4, Е), используя тен- 


зорное произведение тождественных представлений двух сомножителей 
81 (2, Е). Получить этот результат также с помощью гл. I, $ 6, упражнение 26. 


4) Пусть $ — квадратная матрица порядка п 


D Pies I 

0 0...1 0 
(91 n4+1-i) = eS oa ee 

ит... 0 
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Элементами алгебры Ли Dg (п, к) являются матрицы (а, i) антисимметричные 
относительно побочной диагонали: 


а для любой пары (i, j). 


i бала 


Алгебра Ли 0, (п, К) — расщепляемая простая алгебра Ли типа D,,, если 
п — четное число —6, и типа Bin-1/2 если п — нечетное число >25 Диа- 
гональные (соотв. верхние треугольные) матрицы из алгебры Ли о. (п, Е) 


образуют расщепляющую подалгебру Картана (соотв. подалгебру Бореля). 

5) Воспользуемся обозначениями из n°1 (IV), тип Ау. Показать, что 
если п >20, то S"o — неприводимое представление алгебры Ли 81 (/ + 1, k) 
со старшим весом n@;. (Реализовать представление Зо в пространстве 
однородных многочленов степени A от переменных Xo, ..., Хр и заметить, 
что единственным многочленом f, таким, что Of/OX; =0 при i >|, является 


одночлен XG с точностью до умножения на скаляр.) Показать, что все веса 
этого представления имеют кратность 1. 


6) Воспользуемся обозначениями из n°2 (IV), тип By. Если 1 <г<1-— 1, 
2/ +1 
то показать, что размерность модуля Е (®,) равна ( + ) и вывести 
r 


r 
отсюда другое доказательство того, что A 9 — фундаментальное предста- 
вление с весом Wr. 
7) Воспользуемся обозначениями из n°2 (VII), тип Ву. Показать, что 
0, (Ч) — группа, состоящая из коммутаторов элементов из SO (Ч). (Заме- 


тить, что группа О (Ч) равна {+ 1} X SO (Ч), следовательно, имеет ту же 
группу коммутаторов, что и $0 (4), и применить Aue, гл. IX, $ 9, упраж- 


нение 11 6).) Вывести из этого, что Aut, (3) =OF (Ч). 


8) Воспользуемся обозначениями из n°3 (IV), тип С1(1 >1). Показать, 
что представление $20 эквивалентно присоединенному представлению ал- 
гебры Ли 9. 


9) Воспользуемся обозначениями из n°3 (VII), тип С; (121). В частно- 
сти, отождествим группу Aut, ($3) с подгруппой группы Sp(W)/{+ 1}. Пока- 
зать, что образ симплектической трансвекции в факторгруппе Sp(¥)/{+ 1} 
(Алг., гл. IX, $ 4, упражнение 6) принадлежит группе Aut, (9). Вывести 
отсюда, что Aute (8) = Sp(¥)/{+ 1} (Алг., гл. IX, $ 5, упражнение 11) и что 
группа Aut (g)/Aute(g) отождествляется с А*/Ё*?. 


Ч 10) Воспользуемся обозначениями из n°4(IV), тип D, (122) 


а) Пусть x и у— элементы пространства A И, определенные равен- 
ствами 


х=е N... Ле Ле) 


у=е Л... Ле Ле_,. 


Тогда x — примитивный элемент веса 2%, а у — примитивный элемент веса 
26,_,- Подмодуль X (соотв. У) пространства N У, порожденный элемен- 
TOM X (соотв. элементом У), изоморфен модулю E(2@,) (соотв. модулю 
Е (2%, _/)). Показать, подсчитав размерности, что N У =X У; таким обра- 
зом, пространство N У — прямая сумма двух простых неизоморфных модулей. 
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6) Пусть е=е Л... Ле, Ле_ A... A e_,= A* V, u пусть +, — про- 


должение формы Ÿ на пространство Ау Пусть г = AV Доказать экви- 
валентности 


ге+ЕХ <= 2 Л Ё= 1) (2, Ве для всех te МГУ, 


ze/Y+z Л = — №, (2, the для всех te АУ. 


(Если через Х’ и У’ обозначить подпространства, порожденные правыми 
частями этих равенств, то сначала надо доказать, что X’ u У’ — простран- 
ства, инвариантные относительно 49, содержащие X и Y соответственно.) 

в) Предположим, что 2 — чистый 1) элемент (Alg., chap. Ш, $ 11, n° 13), 
и обозначим через Mz ассоциированное с ним /-MepHoe подпространство про- 
странства У. Показать, что Мг — абсолютно изотропное подпространство тогда 
и только тогда, когда г принадлежит или À, или У. (Если Mz абсолютно 
изотропно, воспользоваться тем, что существует ортогональное преобразо- 
вание, переводящее Mz в Mx; если Мг — не абсолютно изотропное подпро- 
странство, то построить такой /-BekTop Ь что г Л #=0, Ч) (2, {) =], и при- 
менить пункт 6).) Если 2 Х (соотв. 2 Е У), то размерность пространства 
M,/(M, Mz) — четное целое число (соотв. нечетное), см. Алг., гл. IX, $ 6, 
упражнение 18 г). 

г) Пусть $ — прямое (соотв. обратное) преобразование подобия в про- 
странстве У. Показать, что преобразование Л‘ s оставляет устойчивыми, 
пространства Хи У (соотв. преобразует пространства X и У друг в друга) 


11) Воспользуемся обозначениями из n°4 (VII), тип Бу (1 > 3). Показать 
что of (У) — группа, состоящая из коммутаторов группы SO (Ч). (Приме- 


нить Aue. гл. IX, $ 6, упражнение 17 6), и Алг., гл. IX, $ 9, упражнение 
11 6).) Вывести отсюда, что группа Аи (4) совпадает с образом группы 


or (¥) в группе SO (W)/{+ 1}. Для того чтобы элемент —1 принадлежал 


группе Br (W), необходимо и достаточно, чтобы / было четно или чтобы —| 
была квадратом в поле А (Алг., гл. IX, $ 9, упражнение 11 в)). 

12) Формой Киллинга на алгебре Ли $l(n,k) служит отображение 
(X, У) +> 2n Tr (ХУ). Формой Киллинга на алгебре Ли 3} (п, k), где п четно, 


является отображение (X, У) +> (п + 2) Tr (ХУ). Формой Киллинга на алгебре 
Ли De (п, Е), где $ — невырожденная симметрическая форма ранга п, является 


отображение (X, У) +> (п — 2) Tr (XY). 

13) Алгебра инвариантных многочленов на алгебре Ли $9 порождена 

а) в случае A; функциями XH> Tr (Xi), 2 <1<1-+1, 

6) в случае В; функциями XH> Tr (X74) 1 <2< 

в) в случае Су функциями XH» Tr (X74) 1 <2< 1 

г) в случае О; функциями AH Tr (Х?г), 1<;<1— 1, и одной из двух 
таких полиномиальных функций f, что f (Х)? =(—1)! det X. 

14) а) Пусть @ — группа Ли, ассоциированная с алгеброй Ли g = Sl (п, k) 
по способу из $ 7, упражнение 26. Естественная структура 3-модуля на про- 
странстве А” порождает гомоморфизм 9: С -> ©1 (п, Е). Использовать п. 3), 
там же, чтобы доказать, что ф — инъективный гомоморфизм, и e), там же, 
чтобы доказать, что 

Im (ф) = SL (и, ^). 


1) Напомним, что элемент 2 пространства N V называется чистым, 
если Z отличен от нуля и совпадает с внешним произведением / элементов 
пространства У. — Прим. перев. 
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6) Пусть Е — конечномерный 81 (и, Е)-модуль и р — соответствующее 
представление алгебры Ли 81 (и, №). Показать, что существует единственное 


такое представление л: $1. (и, k) > 01. (Е), что п (e*) — e0 (x) для любого ниль- 
потентного элемента X из алгебры Ли 81 (п, №) (использовать п. а)). Скажем, 
что представления 0 и л согласованы. Обобщить результаты, доказанные 
при п =2 в $ 1, n° 4. 

в) Предположим, что Е совпадает с В или С, или с полным относительно 
дискретного нормирования полем, характеристика поля вычетов которого 0. 
Показать, что представления о и л согласованы тогда и только тогда, когда 
л — такой гомоморфизм группы Ли, что Ё (пл) =0. (Использовать тот же 
метод, что в упражнении 186) из $ 1.) 

г) Доказать аналогичные утверждения относительно 8}\ (2n, К) и Sp (2n, К). 


4 15) Пусть И — векторное пространство конечной размерности > 2, 9 — 
подалгебра Ли алгебры Ли End (V) и 0 — элемент из 9. Предположим, что 

(i) У — полупростой 9-модуль; 

(ii) 0 — элемент ранга | (т е. dim Im (9) =1); 

(iii) прямая Im (9) порождает U (8)-модуль У. 

а) Доказать, что условия (i) — (iii) выполняются (при подходящем вы- 
боре элемента 8), когда 9 = 81 (И), когда 9 = 91 (И) или когда на простран- 
стве ИУ существует такая невырожденная знакопеременная форма Ч, что 
9 = 8 (У) или 9ч=А.1 8 (Ч). В каждом из этих случаев в качестве 0 
можно взять нильпотентный элемент; во втором случае (и только в нем) 
в качестве 09 можно взять полупростой элемент. 

6) Мы собираемся показать, что четыре вышеприведенных случая — един- 
ственные возможности. Сведем сразу же к случаю, когда Е — алгебраически 
замкнутое поле. Показать тогда, что ИУ — простой 9-модуль и что 9 =cQ8, 
где 8 — полупростая алгебра ЛИи, а с равна 0 или k. 1. Показать, что модуль И 
не может быть изоморфен тензорному произведению 9-модулей размер- 
ности —2; вывести отсюда, что 8 — простая алгебра Ли. 

в) Выберем подалгебру Картана D алгебры Ли 8 и базис В системы кор- 
ней Л ($, D). Пусть À — старший Bec 8-модуля V (относительно базиса В), 
и пусть е — ненулевой элемент пространства V веса А. Тогда старший вес 
дуального модуля V* равен А” = — шо^ ($7, n° 5). Пусть e* — ненулевой 
элемент пространства И” веса А”. Обычным образом отождествим простран- 
ства У @ V* и End (У). Показать, что существуют такие x ЕЙ, y = V”, что 
хбуеци (x, е*) =- 0, (е, у) == 0 (рассмотреть элемент, сопряженный к эле- 
менту 09 относительно e”, где п — подходящий нильпотентный элемент алгебры 
Ли 9). Использовать то, что $ есть b-noxMo; y 18 модуля У © V*, чтобы вы- 
вести отсюда, что алгебра Ли 9 содержит элемент e ® е*. Вследствие этого 
A+ À" = à, где а — наибольший корень алгебры Ли 8. 

г) Показать что алгебра Ли 8 не может быть алгеброй Ли типов Bj 
(1>2), Dj (24), Es, Er, Es, Fa Ga (вследствие гл. VI, таблицы, à — фун- 
даментальный вес и поэтому не может иметь указанный выше вид À + À”). 
Вывести отсюда, что 8 — или алгебра Ли типа Ар, или алгебра Ли типа Су; 


= = an ions = er Pe | 
в первом случае A—@, или ©, =@), а во втором случае à = 20, =O, +, 
так как с равна 0 или k.1, откуда получаются четыре случая п. а) |). 


di 16) Пусть 9 — абсолютно простая алгебра Ли типа A; (1 > 2), Ё — алге- 


браическое замыкание поля А и л: Gal (k/k) > Aut (К, В) — гомоморфизм, 
определенный в упражнении 8 из $ 5. 


I) Подробности cm. Guillemin У. W., Quillen D., Sternberg $., The clas- 
sification of the irreducible complex algebras of infinite type, J. Analyse 
Math., XVII (1967), 107—112. [Русский перевод: сб. Математика, 12 : 6 (1968), 
63—66.] 
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а) Предположим, что л — тривиальный гомоморфизм. Доказать, что су- 
ществуют ровно два двусторонних идеала m и ИТ в алгебре И (4), таких, 
что D=U(g)/m и D’=U (g)/m” — простые центральные алгебры размер- 
ности (/ + 1)? (воспользоваться упражнением 8 из $ 7). Главный антиавтомор- 
физм алгебры И ($) переставляет m и m. В частности, алгебра D’ изоморфна 
противоположной алгебре алгебры D. Композиция g > 0 (9) > D отожде- 
ствляет 9 с подалгеброй Ли Sl, алгебры D, образованной элементами со 


следом нуль Для того чтобы алгебра Ли 9 была расщепляемой (и, следо- 
вательно, изоморфной 81 (1-1, ^)), необходимо и достаточно, чтобы алгебра D 
была изоморфна Му-+, (А). 

Наоборот, если А — простая центральная алгебра размерности (/ + 1)2, 
то $l, — абсолютно простая алгебра Ли типа А] и соответствующий гомо- 


морфизм x тривиален. Две такие алгебры Sl, и gly, изоморфны тогда и 


только тогда, когда алгебры А и А’ изоморфны или антиизоморфны. 
6) Предположим, что гомоморфизм л нетривиален. Так как в группе 


Aut(R, В) два элемента, то ядро гомоморфизма л — открытая подгруппа 


в группе Gal (k/k) индекса 2, которая по теории Галуа соответствует квадра- 
тичному расширению À; поля k. Обозначим через хн-> X нетривиальную 
инволюцию поля Ry. 

Показать, что существует единственный двусторонний идеал m алгебры 
U ($), такой, что D = U (g)/m — простая алгебра размерности 2 (1 + 1)?, центр 
которой является квадратичным расширением поля R (доказывается тем же 
способом). Можно отождествить центр алгебры D и ki. Идеал m устойчив 
относительно главного антиавтоморфизма алгебры U (4); этот антиавтомор- 
физм определяет Ha факторалгебре D такой инволютивный антиавтоморфизм O, 
что O(x) = Хх при всех xek,. Композиция 9—0 (g)>D отождествляет $ с под- 
алгеброй Ли Su, , алгебры D, образованной такими элементами X, что 


в (х) = —х и Te (x) — 0. Наоборот, если А — простая центральная Rı- 


алгебра размерности (1 + 1)?, снабженная инволютивным антиавтоморфизмом о, 
ограничение которого Ha А; есть отображение х H— X, то алгебра Ли Su, de 


абсолютно простая алгебра Ли типа А; и соответствующий гомоморфизм I — 

гомоморфизм, ассоциированный с квадратичным расширением А; поля k. Для 

того чтобы две такие алгебры Ли Su, си Ил, 5 были изоморфны, необхо- 
’ 


димо и достаточно, чтобы существовал такой К-изоморфизм |: A>A’, что 
o’ of =/foo. 

При D = М/-+, (Ё!) показать, что существует такая обратимая эрмитова 
матрица Н порядка / + 1, единственная с точностью до умножения Ha эле- 


мент из k*, что ; 
(НЫ. *s 


для любого x = M;+; (Е!). Показать, что алгебра Ли 9 отождествляется 
с алгеброй Ли $u(/+ 1, Н), образованной из таких матриц x, что х.Н- 
+Н. 1 =0и Tr(x) =0. 

ai 17) Пусть 9 — абсолютно простая алгебра Ли типа Bj (соотв. Су, Dj), 
где 1>2 (соотв. [> 3, [>4). Когда g — алгебра Ли типа Dy, предположим, 
кроме того, что порядок образа гомоморфизма л: Gal (k/k)-> Aut (К, В), опре- 
деленного в упражнении 8 из $ 5, не превосходит 2. Показать, что тогда 
существуют простая центральная алгебра размерности (21 + 1)? (соотв. 4/?, 4/?) 
и такой инволютивный антиавтоморфизм © алгебры D, что $ изоморфна под- 
алгебре Ли алгебры D, образованной такими элементами X, что © (х) = — x 
и Tr, (x) =0 (рассуждать так же, как в упражнении 16 а)) '). 


1) Подробнее относительно упражнений 16 и 17 см. Джекобсон Н., 
Алгебры Ли, «Мир», M. 1964, гл. X, и Seligman G., Modular Lie Algebras, 
Springer-Verlag, 1967, chap. IV. 
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18) Пусть У — конечномерное векторное пространство, Q — невырожден- 
ная квадратичная форма на V и W — симметрическая билинейная форма, 
ассоциированная с формой Q. Обозначим через 9 алгебру Ли а (Ч) и через 
WY. — расширение формы Ÿ на пространство N (V). 

а) Показать, что существует изоморфизм векторных пространств 

2 2 a" 

0: A’) > 9, характеризующийся следующими эквивалентными свойствами: 

(1) Для любых а, 6 и х из пространства У имеет место равенство 
O(a A 6). ea. ¥ (z, 6) —5.Т(х a). 

se 9 

(ii) Для x, y us V u u us A°(V) имеет место равенство Wo (x À у, и) = 
= $ (x, В). и). 

Пусть 0 — тождественное представление алгебры Ли 9 в пространстве И; 
тогда изоморфизм 8 устанавливает эквивалентность представления N (Oo) u 
присоединенного представления алгебры Ли $. 


6) Определим линейное представление f: 56" (©), как в лемме | из 
n° 2 Показать, что [9 (а A 6) = = (ab — ba) при а, 6 из пространства И, 


и вывести отсюда новое доказательство утверждений (iii), (iv) и (v) леммы 1 
из n° 2. 

в) Пусть 1, F, F’, eo N, Ли ф означают то же, что и в n° 2. Выберем 
элемент е = 0 в пространстве Л (=) и определим билинейную форму Ф на 
пространстве N формулой 


x A y=(—1)P PTD Ф (х, у).е (хЕеЛ”(Е), уЕМ) 


Показать, что Ф (А (а).х, у) + Ф (х, Л (а).у) =0 при всех x, у из N 
иа из FGF’. Вывести отсюда, что форма Ф инвариантна относительно 
представления р алгебры Ли $9 (заметить, что алгебра Ли p (9) порождена 
множеством A(F @ F’) вследствие утверждений а) и 6)). 


19) Пусть У — конечномерное векторное пространство и Е = ФУ"*. 
Определим на пространстве Е невырожденную билинейную форму D, положив 


D ((x, х*), (у, y*)) = (x, у*) - (у, x"). 
Положим М= A (У) и Q(x) =F D (x x) при x@E Как и в n°2 (IV), 


через A: С (О) -> Епа (№) обозначим спинорное представление, отображе- 


ние f: о (Ф) > С* (©) определено, как в лемме | из n° 2, и р — линейное 
представление ^°] алгебры Ли 0 (Ф) в пространстве N. 

а) Поставим в соответствие каждому эндоморфизму и пространства И 
эндоморфизм à пространства E по формуле a(x, х*) = (и (х), — и (х*)) По- 
казать, что ин->й — гомоморфизм алгебры Ли gl(V) в алгебру Ли 0 (D). 
Более того, для каждого эндоморфизма и из Jl(V) р(й) — единственное 


дифференцирование алгебры A (У) =М, которое совпадает с эндомор- 
физмом и на пространстве У. | 

6) Пусть ЧФ — невырожденная знакопеременная билинейная форма 
на пространстве У и уф: V—>V* — изоморфизм, определенный формулой 
V(x, и) =, y(y)} где x, у из пространства У. Показать, что эндомор- 


физмы Х+ и Х- пространства Е, определенные формулами 
Х+ (x, x") = (у-' (x*), 0), Х- (x, х") = (0, — y (x)), 
принадлежат алгебре Ли 0 (D). Положим Н = (—1). Показать, что (Н, X+, 5 
есть 8{-тройка в алгебре Ли 0 (QM). т 
в) Показать, что гомоморфизм P переводит элементы H, X+, Х- алгебры 
Ли 0 (Ф) в эндоморфизмы пространства N, которые в n° 3 (IV) обозначены 


через H, Х+ и Х- соответственно Вывести отсюда, что (Н, Х+, Х-) есть 
81.-тройка алгебры Ли gl (№). 


УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 


Цифры в ссылках указывают последовательно главу, параграф и пункт 


k УП. соглашения 
У, (5), И, ($), V*(S), У^ (5) УПА 


в, (5), g*(b) УП. 13 
а, (х), ге (8) УП 22 
Aut (9), Aute(g) УП. 3.1 
eg = [] $73 VII 34 


Гр» rs VII. 4.1 


e(g) VII.5.2 


А, УП. Hon. 1.1 


Df УП. Доп. 1.2 
HX, X= VIN Li 

У (т) УШ. 1.3 

A(t), 0(#) У1Ш. 1.5 

a”. В. Ba; Вы бы Oa) Sy. VIII 22 

Do Do Dr: DR VIII 2.2 

Na,g VIII. 2.4 

9°, >> VIII. 3.1 

п (о, В), Хо, Hg, №. VII 4.2 

6, а, a4, a- VIII. 4.2 

Хар’ Yap? n VIII. 4.3 

Aut(g, 9), A(R) VIIL5. 

Th To Aut, (8), Auty(g, 5), Aut, (8, 5) VIII.5.2 

(6, 0), &, WB Ra, в. na. te, Ba, 5, Х Yo. Hy VIILG corn. 
v* Vil. 6.1 

Z(A), E(A) VII 63 

к. rs, Ps. +, Q, В+. о VIII 7 cora 


wo VIII 7.2 
IE), [2M @le) VIIL TE 
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Z [A], е^, св (Е) VIII. 7.7 

exp (A) VIII 8.1 | 

0 (а), 0* (а), [(8), 1(9*), $ (8), $ (8*) VILL. 8.3 
и", x. à 8, p УШ 85 

$ (v), Ка \УШ.9.1 

7 (ей) VIII. 9.2 

(x, h, y) VII III 


gid) y(n) (;) VIII. 12.2 


x [п], cr, 9 VII. 123 

2, Ur U-, Uy, LY, 9 VIII 12.6 
o(W) VIII 13.2 

gy (W) VIII. 13.3 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Абсолютно простая алгебра Ли 
VIII. 3.2 

базис Butta УЦ. 13.2, VIII. 13. 3, 
VIII. 13.4 


— канонический VIII. 5.3 
бипорядок 3?-биалгебры VIII. 12.1 


вес модуля УП. 1.1, УП. 6 1 
— — младший VIII. 6.2 
— — старший VIII. 6.2 


главная $]5-тройка VIII. 11.4 

главный нильпотентный 
VIII. 11.4 

— простой элемент VIII. 11.4 

гомоморфизм Хариш-Чандры VIII.6.4 

группа Вейля расщепленной алгебры 
Ли VIII. 2.2 

— весов расщепленной алгебры Ли 
На 


элемент 


дозволенная решетка VIII. 12.6 

допустимая решетка VIII. 12.8 

доминирующее полиномиальное ото- 
бражение УП. доп. 


изотипная компонента старшего веса 
A VIII. 7.2 

изотропный флаг VIII. 13.2, VIII. 13.3 

— — квазимаксимальный VIII. 13.4 

инвариантная полиномиальная функ- 
ция VIII. 8.3 

инволюция каноническая в 3I(2, К) 
VIII. 1.1 


каноническая инволюция в SI(2, К) 
VIII. 1.1 

— подалгебра Картана VIII. 5.3 

— система корней VIII. 5.3 


канонический базис VIII. 5.3 

кольцо представлений алгебры Ли 
VIII. 7.6 

компонента нильпотентная УП. 1.3 

— полупростая УП. 1.3 

корень расщепленной 
VIII. 2.2 

кратность веса в модуле VIII. 6.1 


алгебры Ли 


линейное отображение, касательное 
к полиномиальному отображению 
VIL. доп, 12 


микровес VIII. 7.3 


неприводимое ортогональное пред- 
ставление VIII. 7.5 

— симплектическое представление 
VIII. 7.5 


нильпространство УП. 1.1 


оболочка разделяющая подалгебры 
Ли в gl(V) УП. 5.2 
ортогональная алгебра Ли VIII. 13.2 


параболическая подалгебра VIII. 3.4, 
VIII. 3.5 | 

подалгебра Бореля VIII. 3.3, VIII. 3.5 

— Картана УП. 2.1 

полиномиальное доминирующее ото- 
бражение УП. доп. I 2 

полуспинорное представление 
УП. 13.4 

порядок в Q-anreöpe VIII. 12.1 

порядок Шевалле VIII. 12.7 

примарное подпространство УП. 1.1 

примитивный элемент в модуле 
Vill, 12, VIIL 6.1 

присоединенное представление груп- 
пы Ли SL(2, À) VIII. 1.4 


простой элемент VIII. 11.3 
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разделяющая оболочка пПодалгебры 
Ли в gl(V) УП. 5.2 

— подалгебра Ли УП. 5.1, VIII 10 

разложение по положительным кор- 
ням VIII. 9.1 

— Фиттинга модуля УП. 1.1 

разметка расщепленной полупростой 
алгебры Ли VIII. 4.1 

размеченная полупростая алгебра Ли 
VII. 4.1 

ранг алгебры Ли УП. 2.2 

расщепленная исключительная (или 
особая) простая алгебра Ли 
VIII. 3.2 

— редуктивная алгебра Ли VIII. 2.1 

расщепляемая классическая простая 
алгебра Ли VIII. 3.2 

— редуктивная алгебра Ли VIII. 2.1 

расщепляющая подалгебра Картана 
VIII. 2.1 

регулярный элемент в алгебре Ли 

VII. 22 
— — в группе Ли VII. 42 


— — линейного представления 
УП. 4.1 
решетка в векторном пространстве 


над О VIII. 12.1 
— дозволенная VIII. 12.6 
— допустимая VIII. 12.8 


симплектическая 
VIII. 13.3 
система образующих, 
разметкой VIII. 4.1 
— Шевалле VIII. 2.4 
собственное значение УП. 1.1 
— подпространство УП. 1.1 
собственный вектор УП. 1.1 


алгебра Ли 


определенных 


согласованные представления VII. 3.1, 


VIII.1.4 

спинорное представление VIII. 13.2, 
VIII. 13.4 

теорема Джекобсона — Морозова 
УПА 1.2 


топология Зарисского VII. gon. 1.1 
условие (ПК) УП. 1.1 


флаг VIII. 13.1 
формула Вейля VIII. 9.1 
— Клебша — Гордана VIII. 9.4 


фундаментальное представление 
VIII. 7.2 

фундаментальный простой 4-модуль 
УЕ 72 


характер центральный VIII. 6.1 
— 4-модуля VIII. 7.7 


центральный 
VIII. 6.1 


характер модуля 


элементарный автоморфизм УП.3.1 
экспонента VIII. 8.1 


ячейка, ассоциированная с парабо- 
лическим подмножеством VIII. 3.4 


Ю-экстремальный элемент VIII. 7.2 
В-насыщенное подмножество VIII. 7.2 
$2-тройка VIII. 11.1 


СВОДКА НЕКОТОРЫХ ВАЖНЫХ СВОЙСТВ 
ПОЛУПРОСТЫХ АЛГЕБР ЛИ 


В этой сводке через g обозначается полупростая алгебра Ли 
над полем К. 


Подалгебры Картана 


1) Пусть Е — множество коммутативных подалгебр алгебры 
Ли 4, которые в ней редуктивны; это множество совпадает 
также с множеством коммутативных подалгебр этой алгебры Ли, 
все элементы которых полупросты. Подалгебры Картана алгебры 
Ли Q являются максимальными элементами в Е. 


2) Пусть х— регулярный элемент алгебры Ли 9. Тогда 
х полупрост. Существует единственная подалгебра Картана 
алгебры Ли 4, которая содержит х, — это централизатор эле- 
мента x в алгебре Ли 4. 


3) Пусть x — полупростой элемент алгебры Ли 4. Тогда 
x принадлежит некоторой подалгебре Картана алгебры Ли à. 
Для того чтобы элемент х был регулярен, необходимо и доста- 
точно, чтобы размерность его централизатора совпадала с ран- 
rom алгебры Ли 4. 


4) Пусть № — подалгебра Картана в 9. Она называется 
расщепляющей, если для любого хе) эндоморфизм ad, x при- 
водится к треугольному виду. Алгебра Ли 4 называется рас- 
щепляемой, если в 4 содержится расщепляющая подалгебра 
Картана (это всегда имеет место, если поле К алгебраически 
замкнуто). Расщепленной полупростой алгеброй Ли называется 
пара (4, 6), где 4 — полупростая алгебра Ли, а В — расщепляю- 
as подалгебра Картана в (0. 

В дальнейшем в этой сводке через (4, b) обозначается рас- 
щепленная полупростая алгебра Ли. 


Системы корней 


5) Для каждого элемента a из пространства 5”, дуального 
к D, обозначим через 4” множество таких x, что [h, x] — a (h) x 
при всех h&h. Если а=0, то g” —+b. Корнем расщепленной 
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алгебры Ли (4, 6) называется каждый элемент а & 6" — {0}, для 
которого q = 0. Обозначим через R (a, b) (или просто через R) 
множество корней расщепленной алгебры Ли (4, 5). Эта система 
корней в bh” приведена в смысле гл. VI, § 1, n° 4. Для того 
чтобы алгебра Ли 43 была проста, необходимо и достаточно, 
чтобы система А была неприводимой. 

6) При любом a@R размерность подпространства 49“ 


равна 1. Векторное пространство ew a] содержится в подал- 
гебре D, размерность его равна 1, и в нем содержится ровно 
один такой элемент H,, что a (H,) =2. Мы получаем, что 


В" (гл. VI, $ 1, n° 1); множество элементов H,, где 
a = Ю, — система корней ЮУ, дуальная к системе А. 


7) Имеет место разложение g=b@ & д". Существует 
а = Ю 


© a 
такой набор vem что при всех а=К мы имеем X, GG 
и [X,, X_,|=—H,. Любой элемент хе=$ однозначно запи- 
сывается в виде 


x = h + >, А.Х, THE REY, SK 


aeR 


Коммутатор двух элементов из ( вычисляется с помощью 
формул 
[k, Х.| =a (A) X,, 
[X,, Хв| =0, если a +8 RU {0}, 
[X À à | DO Fis, 
[X,, Xg]=N, вХ если a -- ВЕРЮ, 


a, B° a +В? 
где Л, в — ненулевые элементы из поля À. 


8) Пусть В — базис системы корней К. Алгебра Ли q поро- 
ждена элементами X, 4 X_, при а= В. При этом [X,, X_,]> 


= 0, если а, BEB и @а=-В. Пусть (и (а, B)), в-в — матрица 
Картана системы Ю (относительно базиса В). Имеют место 
равенства п (а, В) =a(H,). Если а, ВеЕВ и of, то п (а, В) — 
целое отрицательное число. Выполняются следующие соотно- 
шения: 


(adX,) PX —=0, (ad Х_в)! -runX —=0. 


9) Если a, В, а Век, то пусть q,, — наибольшее такое 


целое число j, что В — ja = К. Можно выбрать систему (X,) ep 


из п. 7) так, что Ng в = М-а, -в, если а, В, а | Ве= К. Тогда Nop = 
= + (Fup + 1). Существует инволютивный автоморфизм 0 ал- 
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гебры Ли 4, который переводит Ха в X-qg при всех а= А; мы 
получаем, что 0(й)= — А при всех AE. Тогда Й-подмодуль 
в Q,, порожденный элементами H, и X,, является Й-подалге- 
брой алгебры Ли g, а каноническое отображение 4, ® „к —> 4 — 


изоморфизмом. 
Пара (4, 9) получается из расщепленной полупростой алгебры 
Ли над 9 расширением поля скаляров. 


10) Группа Вейля, группа весов, ... системы корней R назы- 
вается группой Вейля, группой весов, ... расщепленной алгебры 
Ли (3,5). В дальнейшем группа Вейля обозначается через W. 
Мы рассматриваем ее действие не только на D, но также и Ha В 
(с помощью переноса структуры). Если через by (соотв. ff) обо- 


значить векторное подпространство в В (соотв. в 1") над полем ©, 
порожденное элементамн На (соотв.а), то пространство В (соотв. $") 
канонически отождествляется с пространством о ® ok (соотв. 


с №6 @ Qk) и пространство by отождествляется с дуальным про- 

странством к bo: Камеры Вейля системы К мы рассматриваем 
RI i * 

или в пространстве D, =), ® „В, или в br = SR: 


11) Пусть Ф — форма Киллинга алгебры Ли 4. Если а + В=20, 
то пространства 4“ и 48 ортогональны относительно D. Ограниче- 
ние формы Ф на 4“Ж 9“ невырожденно. Если x, yeh, то 
Dix, y) = У а (х) а (у). Мы получаем, что Ф (На, Hg) = Z. Orpa- 

а=К 
ничение формы Ф Ha В инвариантно относительно группы Вейля 
W и невырожденно; ограничение формы Ф на В, положительно 
определено. 


12) С точностью до изоморфизма системы корней расщеп- 
ленной алгебры Ли (4,5) зависят только от 4 и не зависят 
от выбора подалгебры Картана №. Допуская вольность речи, 
мы называем группу Вейля, группу весов, ... расщепленной 
алгебры Ли (4,1) также группой Вейля, группой весов, ... 
алгебры Ли Q. 

Если К, — приведенная система корней, то существует такая 
полупростая расщепленная алгебра Ли ($, h,), что ее система 


корней К (81, b,) изоморфна R,; такая расщепленная алгебра Ли 


определяется однозначно с точностью до изоморфизма. 
Классификация расщепляемых полупростых алгебр Ли, таким 
образом, сводится к классификации систем корней. 


Подалгебры 
13) Если PCR, то положим аР = & 4 и Эр = >, RH. 
аеЕР 


aep 
Пусть Pe R, hy’ Ce подпространство векторного пространства р 
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и а=)’ФодР. Для того чтобы алгебра Ли a была подалгеброй в 
4, необходимо и достаточно, чтобы Р было замкнутым подмно- 
жеством системы корней R и чтобы пространство D” содержало 
пространство Эрп(-р). Чтобы алгебра Ли a была редуктивна 
в алгебре Ли 4, необходимо и достаточно, чтобы Р = — P. Чтобы 
алгебра: Ли a была разрешимой, необходимо и достаточно, чтобы 
РП(-Р) = ©. 


14) Пусть Р — замкнутое подмножество системы корней Ю, 
и пусть 6 = Oa’. Следующие условия эквивалентны: 

(i) 6b — максимальная разрешимая подалгебра в алгебре Ли 4; 

(ii) РП(-Р) =@иРО(-Р) =К; 

(iii) существует такая камера С в системе К, что P=R,(C) 
(см. VI, $ 1, n° 6). 

Подалгеброй Бореля расщепленной алгебры Ли (а, 9) назы- 
вается подалгебра алгебры Ли 4, содержащая подалгебру 
Картана D и удовлетворяющая приведенным выше условиям. 
Подалгебра b алгебры Ли à называется ee подалгеброй Бореля, 
если существует такая расщепляющая подалгебра Картана bh’ 
алгебры Ли a, что b— подалгебра Бореля расщепленной 
алгебры Ли (9, 5’). Если поле Е алгебраически замкнуто, TO 
это эквивалентно TOMY, что b— максимальная разрешимая 
подалгебра в |. 

Пусть $ =6Ф4`+ <) — подалгебра Бореля расщепленной 
алгебры Ли (a, 9). Наибольший нильпотентный идеал алгебры 
Ли Ъ равен [Ъ, = ght ™, Пусть В — базис системы корней К, 
ассоциированный с камерой С. Алгебра Ли [b, 5] порождается 
подпространствами 4“, где ае= В. 

Если 5, 5’ — подалгебры Бореля алгебры Ли 4, то в 4 суще- 
ствует подалгебра Картана, содержащаяся в В[] 5’; такая под- 
алгебра Картана является расщепляющей. 


15) Пусть Р — замкнутое подмножество в системе корней К 
и p—Db@a. Следующие условия эквивалентны: 

(1) алгебра Ли р содержит подалгебру Бореля расщепленной 
алгебры Ли (4, 5); 

(ii) PU(— P) =R; 

(iii) существует такая камера С системы корней R, что 
Pio Ryley. 

Параболической подалгеброй расщепленной алгебры Ли 
(4, 9) называется подалгебра алгебры Ли 4, содержащая под- 
алгебру Картана D и удовлетворяющая приведенным выше усло- 
виям. Подалгебра р алгебры Ли 4 называется параболической, 
если существует такая расщепляющая подалгебра Картана 5" 
в (4, что р — параболическая подалгебра расщепленной алгебры 
Ли (g, 5°). 


СВОДКА СВОЙСТВ ПОЛУПРОСТЫХ АЛГЕБР ЛИ 333 


Пусть p=) gq? — параболическая подалгебра расщеплен- 
ной алгебры Ли (4,5), О — множество таких корней аеР, 
что —a&P и $=5ФуПСР. Тогда р =86 89, алгебра Ли 8 
редуктивна в (9, 9° — наибольший нильпотентный идеал и ниль- 
потентный радикал в алгебре Ли p. Центр алгебры Ли p 
равен 0. 


Автоморфизмы 


16) Подгруппа группы Aut (4), порожденная элементами ef", 
где х— нильпотентный элемент, совпадает с группой Aut, (3) 
элементарных автоморфизмов алгебры Ли 4. Это нормальная 
подгруппа в А (4), и она совпадает со своей производной 
группой. 

Если Е — алгебраическое замыкание поля À, то группа Aut (4) 
естественным образом вкладывается в Aut (19, Е). Положим 


Aut, (9) = Aut (9) П Aut. (a @ À). 


Это нормальная подгруппа группы АиЁ (4), и она не зависит OT 
выбора замыкания К. Мы имеем 


Aut, (a) = Aut, (a) = Aut (a). 


Производная группа группы Aut, (g) совпадает с Aut, (9). Группы 
Aut (3) и Аиф (4) замкнуты в End, (4) в топологии 'Зарисского, 
Aut, (9) совпадает с компонентой нейтрального элемента в Ац{ (4), 
и группа Aut,(g) всюду плотна в Aut, (9). 

Пусть В — базис системы корней R и Aut(R, В) — группа 
автоморфизмов системы корней À, относительно которой В 
устойчив. Тогда группа Aut(g) является полупрямым произ- 
ведением подгруппы, изоморфной Aut(R, В), и подгруппы 
Aut,(g); в частности, факторгруппа Aut (q)/Aut (4) изоморфна 
группе Aut(R, В), которая в свою очередь изоморфна группе 
автоморфизмов графа Дынкина алгебры Ли 4. 


17) Разметкой алгебры Ли a называется тройка (b’, В, 
(Ха) св), ГДе D” — расщепляющая подалгебра Картана в $, В — 
базис системы корней Р (5, 5’) и Xu — отличный от нуля элемент 
пространства 4“ для всех а = В. Группа Aut,(g) просто тран- 
зитивно действует на множестве разметок алгебры Ли ц. 

Группа Ацф (9) транзитивно действует на множестве пар 
(Е, Б), где Ё — расщепляющая подалгебра Картана алгебры JIn 4, 
а 6 — подалгебра Бореля расщепленной алгебры Ли (g, №. 
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18) Обозначим через Aut (6, 9) множество таких автоморфиз- 
мов 5 Е Aut(q), что $ (9) =). Положим 


Aut. (9, 9) = Aut, (8) П Aut ($, 5), 
Auto (g, 5) = Auty (8) N Aut (g, 5). 


Если se Aut (9,9), то отображение, контрагредиентное к ото- 
бражению S|), является элементом группы A(R) автоморфизмов 
системы корней À; обозначим этот элемент через в ($). Ото- 
бражение = — гомоморфизм группы Aut(g, 5) в группу A(R). При 
этом Aut, (4) = Aut, (q).Kere и 


e (Auto (4, b)) =e (Aut. (3, b)) = W. 


Пусть Тр = Ном (Р (К), k*), To—Hom(Q(R), №"). Вложение 
группы @ (К) в Р(К) определяет гомоморфизм Tp в То. Пусть 
[т (Гр) —ero образ. Если 1@T 9, то пусть f(f) — такой эндо- 


морфизм алгебры Ли 9, что для любого а=Ю{0} ограниче- 
ние [(()| 49° — гомотетия с коэффициентом f(a). Тогда fl) = 
= Aut, (a, 9) и Г — инъективный гомоморфизм группы Го в группу 
Aut, (4, 6). Последовательности 


{1} > To Aut (9, 5) > A(R) > {1} 


{1} >Tg—b Aut) (9, 5) > W > {1} 


точны. Имеет место включение | (Im (Тр)) < Aut, (g, 5); переходя 
к факторгруппам, получаем определенный эндоморфизмом | 
сюръективный |) гомоморфизм Го/Ип(Т ь) > Auty(9)/Aut, (9). Группа 
(Го) замкнута в Aut(g) в топологии Зарисского, и группа | (Ип(Тр)) 


всюду плотна в | (Го). 


Конечномерные модули 


19) Пусть V — конечномерный 4-модуль. Для любого ие)" 
пусть V" — множество таких элементов о V, что h.v=u(h)v 


при всех йе. Размерность пространства ИУ" называется крат- 
ностью и в модуле У. Если эта кратность не меньше 1, т. е. 


если У" =2 0, то u называется весом модуля У. Имеет место 

разложение У = & у". Любой вес модуля У принадлежит 
weh* 

группе Р (К). Если p—sec модуля И, а шеЙ, то wu — вес 

модуля У той же кратности, что и u. Если veV и xe’, 


ro х.ое Vers, 


1) На самом деле этот гомоморфизм биективен ($ 7, упражнение 26 r)). 
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20) Пусть В — базис системы корней Ю. Выбор В определяет 
отношение порядка на пространстве о: неотрицательными эле- 


ментами пространства бо являются линейные комбинации эле- 
ментов из В с неотрицательными рациональными коэффициен- 
тами. Обозначим через О. (Ю) (соотв. через R,) множество 
положительных элементов группы Q(R) (соотв. системы К). 

Пусть У — простой конечномерный 4-модуль. Тогда модуль V 
имеет старший вес A. Кратность этого веса равна 1, и этот 
вес доминантный: если a@R,, то À (Ha) — целое число 20. 


Если g"V* =0, roae&R,. Любой Bec модуля V имеет вид À — v, 
где veQ,(R); обратно, если доминантный Bec имеет вид À — v, 
где veQ,(R), то это вес модуля Г. 


21) Два конечномерных простых модуля, имеющие одинако- 
вые старшие веса, изоморфны. Любой доминантный Bec 
является старшим весом некоторого конечномерного простого 
-модуля. 

Любой конечномерный простой 4-модуль абсолютно прост. 


22) Пусть Ф — форма Киллинга алгебры Ли 4, Се (4) — 
соответствующий элемент Казимира, (.,.) — форма на про- 


странстве D, обратная к D|b X 5b, и — — a. Пусть У — 
a=R+ 


простой конечномерный 4-модуль со старшим весом A. Тогда 
Cy — гомотетия с коэффициентом (A, À + 20). 


23) Пусть У — конечномерный 4-модуль, ИУ" — дуальный мо- 
дуль. Для того чтобы элемент ие)” был весом модуля И”, 
необходимо и достаточно, чтобы элемент — был весом 
модуля У, и кратность веса и в модуле У” равна кратности 
веса — № в модуле У. Если У — простой модуль со старшим 
весом A, то И” — простой модуль со старшим весом — WA, где 
Wy — элемент группы W, который переводит базис В в базис — В. 


24) Пусть У — простой конечномерный 4-модуль со старшим 
весом À и  — векторное пространство 4-инвариантных билиней- 
ных форм на пространстве У. Пусть т — целое число, равное 

У ^(На), и пусть элемент WG W такой же, как в п. 23). 
aeR 
Если wi — À, то пространства У и V* не изоморфны и % = 
Если WA=— À, то dim 9 = | и все ненулевые элементы в про- 
странстве À невырожденны; если M — четное (соотв. нечетное) 
число, то любая форма из пространства À симметрическая 
(соотв. знакопеременная). 


25) Пусть Z[P] — групповая алгебра группы P==P(R) с коэф- 
фициентами B Z. Если AGP, то обозначим через e* соответ- 
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ствующий элемент алгебры Z[P]. Элементы е^, À ЕР, образуют 
базис над Z групповой алгебры Z[P], и при всех A, цЕР вы- 
полнено соотношение е^е№ == ert, 

Пусть У — конечномерный 4-модуль. Характером модуля V 
(обозначение ch V) называется элемент ), (dim У") е" групповой 

цеЕР 

алгебры Z[P]. Этот элемент принадлежит подалгебре 2[Р]" 
алгебры Z|P], образованной -инвариантными элементами из 
2 [Р]. Выполняются соотношения 


ch(V QV’) =ch V + ch(V") 


ch (V ® V’) =(ch V).(ch V’). 


Два конечномерных 3-модуля с одинаковыми характерами изо- 
морфны. 

Для любого корня а == В пусть И. — простой 4-модуль, стар- 
ший вес которого — фундаментальный вес Mg, соответствующий 
корню а. Элементы chV,, ае В, алгебраически независимы и 


порождают Z-anreöpy Z[P]”. 

26) Пусть о — полусумма положительных корней. Для лю- 
бого элемента we пусть в (&) — определитель автоморфизма 
и, равный +1. Если У — простой конечномерный 4-модуль со 
старшим весом A, то 

(>, e(w) e®) ch У == À в (№) ew +9 
weW 


weW 


A+ 9, Н 
dim И = II АР На) 
(р, На) 
аеК + 
27) Для любого веса ve P пусть % (у) — число таких набо- 
ров (Ма) ep ,» THE п. — целые неотрицательные числа, что V= 


= À па. Пусть У — простой конечномерный 4-модуль CO стар- 
а==К 

шим весом A. Если и = P, то кратность веса U в пространстве 

У равна 


>, e(w) В (® (à + p) — и + p)). 


weW 


28) Пусть И, И”, У” — простые конечномерные A-MOAYAM, À, 
ци, у— их старшие веса. В модуле У®У” длина изотипной 
компоненты типа У” равна 


x, eu) Bw + 9) + о (и + p) — (w+ 2p). 


w, we 
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В частности, если у=А- U, то соответствующая изотипная 

i 
компонента проста и порождается пространством (У ® У”) В == 
= y @v"* 


Инвариантные полиномиальные функции 


29) Алгебра полиномиальных функций на алгебре Ли q 
отождествляется с симметрической алгеброй $ (4") простран- 
ства 9’ и, следовательно, является каноническим 9-модулем; 
поэтому можно определить инвариантные полиномиальные функ- 
ции на алгебре Ли 4. Пусть [= 5$ (4). Для того чтобы функ- 
ция | была инвариантной, необходимо и достаточно, чтобы 
fos=f при всех se Aut,(g) или чтобы fos=f при всех 
se Aut, (9). | 


30) Пусть /(4") — алгебра инвариантных полиномиальных 


ы W 
функций на ци S(6")” — алгебра W-nHBapHaHTHBIX полиноми- 
альных функций на подалгебре Картана D. Пусть 


i: S(g) —>S (D) 
— гомоморфизм ограничения. Отображение i|/(q) является 


изоморфизмом алгебры / (g*) на S(b*)”. Если [ — ранг алгебры 
Ли 4, то в алгебре /(g‘) существует [ однородных элементов, 
которые алгебраически независимы и порождают эту алгебру. 


31) Для того чтобы элемент а алгебры Ли 9 был нильпо- 
тентен, необходимо и достаточно, чтобы } (a) =0 для любой 
однородной функции | из алгебры / (4%), степень которой > 0. 


32) Пусть se Aut(q). Для того чтобы элемент $ принадле- 
жал группе Аць (4), необходимо и достаточно, чтобы  o S — À 
при всех {| &/ (49°). 


$1[.-тройки 

33) 36-тройкой в алгебре Ли 4 называется набор (x, h, y) 
элементов алгебры Ли 4, отличный от (0,0, 0) и такой, что 
[h, x] = 2x, [h, y] = — 29, [x, y] = — h. Тогда x, y — нильпотент- 
ные элементы алгебры Ли g, а элемент A полупрост. 


34) Пусть x — ненулевой нильпотентный элемент алгебры 
Ли a. Тогда существуют такие элементы A, уе (4, что (x, A, и) 
есть $5-тройка. 

35) Пусть (x, À, y) и (x’, В’, у’) суть 86-тройки в алгебре Ли ц. 
Тогда следующие условия эквивалентны: 

а) существует такой автоморфизм $ = Aut,(q), что sx = x”; 

6) существует такой автоморфизм se Aut, (4), что sx — x", 
eh, y=y, 
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36) Если поле А алгебраически замкнуто, то условия а) и 6) 
из п. 35) эквивалентны условию 

в) существует такой автоморфизм $ & Аи (4), что sh=h’. 

Кроме того, число классов сопряженных относительно груп- 
пы АцЁ (4) ненулевых нильпотентных элементов не превосхо- 


дит 3’, где [ — ранг алгебры Ли 9. 


37) Нильпотентный элемент x в алгебре Ли q называется 
главным, если размерность его равна рангу алгебры Ли 4. 
Главные нильпотентные элементы в алгебре g существуют. Если 
поле А алгебраически замкнуто, то все главные нильпотентные 
элементы сопряжены относительно группы Aut, (4). 
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